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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè-

÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ êðàåâîé òðåùèíû óñòàëîñòè â ñòåðæíÿõ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ òðåùèíû è âîçáóæäàþùåé íàãðóçêè ïðè ñóáãàðìî-

íè÷åñêîì ðåçîíàíñå íèçøåé ñîáñòâåííîé ôîðìû èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèáðîäèàãíîñòèêà óñòàëîñòíîãî ïîâðåæäåíèÿ, çàêðûâàþùàÿñÿ òðå-

ùèíà, ñòåðæåíü, èçãèáíûå êîëåáàíèÿ, ñóáãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ.

Ââåäåíèå. Îáíàðóæåíèå ïîâðåæäåíèé òèïà óñòàëîñòíûõ òðåùèí èìååò âàæíîå

çíà÷åíèå â îáåñïå÷åíèè íàäåæíîñòè ýëåìåíòîâ ìàøèí è êîíñòðóêöèé, ïîäâåðãàþùèõ-

ñÿ âîçäåéñòâèþ äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê. Îäíèìè èç ýôôåêòèâíûõ è ïðàêòè÷íûõ

íåðàçðóøàþùèõ ìåòîäîâ êîíòðîëÿ òàêèõ ïîâðåæäåíèé ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû, ïðåäóñìàò-

ðèâàþùèå âèáðàöèîííûå èñïûòàíèÿ. Ýòî îáóñëîâèëî ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê àíàëè-

çó âëèÿíèÿ òðåùèí íà êîëåáàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ, íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ

êîòîðîãî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêèå ìåòîäû âèáðîäèàãíîñòèêè íàëè÷èÿ òàêèõ

ïîâðåæäåíèé è îïðåäåëåíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ. Ê áîëåå èçâåñòíûì è ïðîñòûì èç íèõ

îòíîñÿòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îïðåäåëåíèè èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëå-

áàíèé êîíñòðóêöèé. Ïðè ýòîì â îñíîâíîì âíèìàíèå óäåëÿëîñü êîíñòðóêöèÿì áàëî÷-

íîãî òèïà ñ êðàåâûìè òðåùèíàìè óñòàëîñòè íîðìàëüíîãî îòðûâà. Îäíàêî äëÿ íàè-

áîëåå âàæíûõ ñëó÷àåâ îáíàðóæåíèÿ ìàëûõ òðåùèí ýòè ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, èìåþò

íèçêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü è òðåáóþò ïàñïîðòèçàöèè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è óñëîâèé

âèáðîèñïûòàíèé êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ â èñõîäíîì (íåïîâðåæäåííîì) ñîñòîÿ-

íèè. Êðîìå òîãî, ïðè ýêñïëóàòàöèè èçäåëèé â óñëîâèÿõ ìíîãîöèêëîâîãî äåôîð-

ìèðîâàíèÿ äî ïîÿâëåíèÿ òðåùèí âîçìîæíî èçìåíåíèå èõ ÷àñòîòíûõ è äèññèïàòèâíûõ

õàðàêòåðèñòèê. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþùèå ÷àñòîòíûå

ìåòîäû îáåñïå÷èâàþò äîñòîâåðíóþ îöåíêó ñðåäíèõ òðåùèí (îêîëî 20% âûñîòû

ñå÷åíèÿ áàëêè). Òåì íå ìåíåå ðàçâèòèþ ýòèõ ìåòîäîâ ïðîäîëæàþò óäåëÿòü âíèìàíèå,

íàïðàâëåííîå íà ïîâûøåíèå èõ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ïî îïðåäåëåíèþ ðàçìåðà

è ðàñïîëîæåíèÿ êàê îäíîé, òàê è íåñêîëüêèõ òðåùèí [2–8].

Â ðàáîòå [1] ïîä÷åðêèâàëîñü, ÷òî ìåòîäû, áàçèðóþùèåñÿ íà îöåíêå èçìåíåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé, áîëåå ÷óâñòâèòåëüíû ê îáíàðóæåíèþ ïîâðåæäåíèÿ.

Ðàçâèòèþ èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè â ñî÷åòàíèè ñ ÷àñòîòíûìè ìåòîäàìè

ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1, 6, 9–12]. Ïðè ýòîì îòìå÷àåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ

ìåòîäîâ âåéâëåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ [1, 6, 13].

Îáû÷íî ïðè âèáðàöèîííîì àíàëèçå êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ áàëî÷íîãî òèïà

ðàññìàòðèâàåòñÿ íàëè÷èå îòêðûòûõ òðåùèí èëè íàäðåçîâ, ïîçâîëÿþùèõ èñïîëü-

çîâàòü ëèíåéíûå ïîäõîäû, è ðåæå çàêðûâàþùèõñÿ, èëè äûøàùèõ (breathing) òðåùèí

[9, 14].

Çàêðûâàþùèåñÿ, èëè äûøàùèå òðåùèíû îáóñëîâëèâàþò õàðàêòåðíóþ íåëèíåé-

íîñòü êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû è ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü íîâûå âèáðîäèàãíîñòè÷åñ-

êèå ìåòîäû. Óæå ïåðâûå èç èçâåñòíûõ èññëåäîâàíèé [15–17] ïîêàçàëè âûñîêóþ

÷óâñòâèòåëüíîñòü ïðåäëîæåííûõ ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ
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óñòàëîñòíûõ òðåùèí, êîòîðûå áîëåå ÷åì â äåñÿòü ðàç âûøå ÷óâñòâèòåëüíîñòè òðàäè-

öèîííûõ ÷àñòîòíî-ðåçîíàíñíûõ ïîäõîäîâ.

Ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷íûõ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ ïðè êîëåáàíèÿõ êîíñòðóêòèâíûõ

ýëåìåíòîâ áàëî÷íîãî òèïà ñ äûøàùèìè òðåùèíàìè ïðîäîëæàåò ïðèâëåêàòü âíèìàíèå

èññëåäîâàòåëåé è â ïîñëåäíåå âðåìÿ [18–27]. Àíàëèçèðóþòñÿ îáóñëîâëåííûå íåëè-

íåéíîñòüþ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû èñêàæåíèÿ ãàðìîíè÷íîñòè ñèãíàëà äåôîðìàöèè â

ñå÷åíèè, áëèçêîì ê ðàñïîëîæåíèþ òðåùèíû [20], èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ãàðìî-

íè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ âîëí ïåðåìåùåíèÿ, óñêîðåíèÿ è äåôîðìàöèè ïîâåðõíîñòè ñ

òðåùèíîé ïðè ðàçíûõ ôîðìàõ êîëåáàíèé [9], èçìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó àìïëè-

òóäàìè ïðîäîëüíûõ è èçãèáíûõ êîëåáàíèé â îðòîãîíàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ [26] è â

îñíîâíîì ïðîÿâëåíèÿ ñóïåð- è ñóáãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé [18, 19, 21–27]. Ïðè ýòîì

îñîáîå âíèìàíèå, êàê è â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ [15–17], óäåëÿåòñÿ îïðåäåëÿåìîìó

ïî ðåçóëüòàòàì ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ýòèõ êîëåáàíèé çíà÷åíèþ îòíîøåíèÿ àìïëè-

òóä ïåðâûõ äâóõ ãàðìîíèê êàê âûñîêî÷óâñòâèòåëüíîìó âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîìó ïàðà-

ìåòðó íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû.

Â èçâåñòíûõ èññëåäîâàíèÿõ, êàê ïðàâèëî, ïðîÿâëåíèå íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ

ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå êîíñîëüíîé áàëêè ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ ïðè âîçìóùà-

þùåì óñèëèè, ïðèëîæåííîì ê ñâîáîäíîìó êîíöó.

Â ðàáîòàõ [21, 22] âïåðâûå áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå íà ñóùåñòâåííóþ çàâè-

ñèìîñòü çíà÷åíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íå òîëüêî îò ãëóáèíû è ìåñòî-

ïîëîæåíèÿ òðåùèíû, íî è îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû.

Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è î âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ áàëîê ñ çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíîé ñ èñïîëüçîâàíèåì èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé òåîðèè êîëå-

áàíèé óïðóãèõ òåë ìîæíî ïîëó÷èòü â òîé èëè èíîé ôîðìå îïðåäåëÿþùèå äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ áàëêè ñ çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíîé.

Òðåùèíà îáû÷íî ìîäåëèðóåòñÿ ìåñòíûì óìåíüøåíèåì èçãèáíîé æåñòêîñòè èëè

ýêâèâàëåíòíîé áåçìàññîâîé ïðóæèíîé çàêðó÷èâàíèÿ, ñîåäèíÿþùåé íåïîâðåæäåííûå

÷àñòè áàëêè. Îäíàêî ââèäó âîçíèêàþùèõ òðóäíîñòåé â ðåøåíèè ïîëó÷åííîé íåëè-

íåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè äðîáíûõ èëè êðàòíûõ ðåçîíàíñàõ è íàõîæäåíèè

óäîáíûõ äëÿ àíàëèçà çàâèñèìîñòåé âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò ïàðàìåòðîâ

òðåùèíû â êîíå÷íîì èòîãå òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ïîýòîìó â

îñíîâíîì ïðèìåíÿþò ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìî-

äåëè áàëêè [18, 19, 21, 22, 25–27].

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè â ðàçâèòèå ðàáîò [24, 28] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

ïðèáëèæåííîãî ðàñ÷åòà çíà÷åíèé âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè÷èÿ çàêðû-

âàþùåéñÿ êðàåâîé òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà â ñòåðæíÿõ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïå-

ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

òðåùèíû è âèäà âîçáóæäàþùåé íàãðóçêè ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïåðâîé

ñîáñòâåííîé ôîðìû ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé.

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà. Â êà÷åñòâå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðè-

âàþòñÿ îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîé À1 è âòîðîé À2 ãàðìîíèê

À À À1 2 1 2/ � ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 j-é ñîáñòâåííîé ôîðìû

êîëåáàíèé, à òàêæå îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíûõ àìïëèòóä ïåðâûõ ãàðìîíèê ïðè ñóá-

ãàðìîíè÷åñêîì À Ñ1 è îñíîâíîì À1 ðåçîíàíñàõ À À ÀÑ Ñ1 1 1� ýòîé ôîðìû êîëå-

áàíèé. Ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ïîëó÷åííîé ðàíåå [28] äëÿ ñëó÷àÿ

ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà, ìîäåëèðóþùåãî óïðóãîå

òåëî ñ òðåùèíîé, çàâèñèìîñòè àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè îò ïàðàìåòðà

íåëèíåéíîñòè � êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû è ðàññìîòðåíèè òîëüêî îñíîâíûõ âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèé èññëåäóåìûõ íåïîâðåæäåííûõ, ò.å. öåëüíûõ, ñòåðæíåé. Ðàñ÷åò

ïîñëåäíèõ âûïîëíÿåòñÿ ìåòîäîì íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé, èëè ãëàâíûõ êîîð-

äèíàò ëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé, è àìïëèòóäíàÿ ôóíêöèÿ èõ ëèíèè ïðîãèáîâ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ïðîãèáîâ ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì:

Â. Â. Ìàòâååâ, À. Ï. ßêîâëåâ, Î. Å. Áîãèíè÷, Å. À. Ñèíåíêî
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Âíà÷àëå äëÿ çàäàííûõ ðàçìåðîâ è óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ (ðèñ. 1), îòíî-

ñèòåëüíîé ãëóáèíû �� a h è ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû ( ),õ ò âèäà ãàðìîíè÷åñêîãî

âîçáóæäåíèÿ (ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P tsin ,� ìîìåíò M tsin � â ñå÷åíèÿõ xP , xM

ñîîòâåòñòâåííî, ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâíîñòüþ q tsin � èëè ïåðåìåùåíèå

êàêîé-ëèáî çàäåëêè B tsin � ) è èíòåðåñóþùåé ðåçîíèðóþùåé j-é ñîáñòâåííîé ôîðìû

êîëåáàíèé ñòåðæíÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòð íåëèíåéíîñòè � êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû

ïðè äåôîðìèðîâàíèè ñòåðæíÿ ïî j-é ôîðìå â ñîñòàâå îñòàëüíûõ ó÷èòûâàåìûõ ôîðì

ïðè îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ.

Ïàðàìåòð � âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ïîâðåæäåíèÿ

ñòåðæíÿ � [24]:
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 ò – îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì òðåùèíû ñ îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíîé � ïðè-

ðàùåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ ïî j-é ôîðìå â ñîñòàâå îñòàëü-

íûõ ôîðì êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåìîå ÷åðåç êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íîðìàëüíûõ

íàïðÿæåíèé K1 íà îñíîâå àíàëèçà íîìèíàëüíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ íåïîâðåæ-

äåííîãî (�� 0) ñòåðæíÿ ïðè åãî âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ñ ÷àñòîòîé, ðàâíîé óäâî-

åííîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé; 
 j – ïîòåíöèàëüíàÿ

ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè íåïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ ïî j-é ôîðìå ïðè åãî âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèÿõ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé èñïîëüçóåì èçâåñò-

íûå âûðàæåíèÿ [29]:

K
M

bh
1 3 2

2 3 46
1122 14 7 33 13 08 14 0� � � � �ò

/
[ , , , , , ]�� � � � � (3)

èëè [30]

K
M

bh
1 3 2

3 34 2
1 1� � � ��,

( ) ( ) ,
/

ò  � � (4)

ãäå Ì ò – èçãèáàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû (õ õ� ò ); �
� �115 60 2, � ïðè 0 0 05� �� , è �1 ïðè ��0 05, .
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ñòåðæíÿ ñ òðåùèíîé, íàãðóæåííîãî âûíóæäàþùåé ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìî-

íè÷åñêîé ñèëîé.



Ïðè èçãèáàþùåì ìîìåíòå Ì õ ÅI
d y x

dx
( )

( )
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2

2
èìååì

�� ò

ò

� �
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�bh

E
K d bh E

d y

dx
H

j

x x

1
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2
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2

0

1

1

4
�  �

� *

( ); � j

j
l

bh E d y

dx
dx�

�

�

�
�
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�

3 2

2

2

0
24

,

ãäå ñîãëàñíî (3) è (4) ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì

H1
2 2 30 6295 10472 4 6021 9 9751 20 2948( ) [ , , , , ,� � � � � �� � � � � 4 532 9933� �, �

� � �47 0408 40 6933 19 66 7 8, , , ]� � � (5)

è

H1
2 2 40 078 1 0 5 1 15( ) , [( ) , ( ) , ].� � � �� � � � ��

(6)

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü Í1 ( ),� îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëàì (5) è (6).

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîâðåæäåíèÿ (2) èìååò âèä

�  ��
�

�

�
�

�

	






�

�

�
�

�

	






�

6

2

2

2

1

2

2

2

0

h
d y

dx
H

d y

dx
dx

j

x x

j
*

( )

ò

l

�
�

�

�
�
�

�

	








�1

. (7)

Çíà÷åíèå
d y

dx

j

x x

2

2

2*

,

�

�

�
�

�

	






� ò

ñîîòâåòñòâóþùåå îáóñëîâëåííîìó òðåùèíîé èçìåíåíèþ

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ ïî ðåçîíèðóþùåé j-é ôîðìå â ñîñòàâå

îñòàëüíûõ âîçáóæäàåìûõ ôîðì êîëåáàíèé (îáîçíà÷åíî çâåçäî÷êîé), îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

24 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 3

Â. Â. Ìàòâååâ, À. Ï. ßêîâëåâ, Î. Å. Áîãèíè÷, Å. À. Ñèíåíêî

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Í1 ( ),� ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëàì (5) – 1 è (6) – 2.
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�
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, (8)

à èçìåíåíèå ýíåðãèè äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ ïî îñòàëüíûì ôîðìàì –

d y

dx
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Èõ ñóììà áóäåò
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Ðàíåå [24] èñïîëüçóåìûå âûðàæåíèÿ äëÿ
d y

dx

j

x x

2

2

2*�

�

�
�

�

�

�
�

� ò

îïðåäåëÿëè ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî íå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ
d y

dx

d y

dx

i

i j

N

x x

j

x x

2

2

2

2

�

�
�
�

�

�
�
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�

�
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�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�� � �

�
ò ò

�
�
�

�1

.

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ � (7) è � (2) ìîãóò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò êîëè÷åñòâà N

ó÷èòûâàåìûõ ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ.

Äëÿ ëèíèè ïðîãèáîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé i-é ôîðìå êîëåáàíèé, èìååì ñëåäóþùèå

àìïëèòóäíûå çàâèñèìîñòè äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçî-

íàíñà ïîðÿäêà 1/2 j-é ðåçîíèðóþùåé ñîáñòâåííîé ôîðìû êîëåáàíèé ñòåðæíÿ.

1. Ñîñðåäîòî÷åííàÿ ñèëà P tsin � ïðèëîæåíà â ñå÷åíèè xP :

y x x
Pl

EI k l
X x X xi P

j

i P i i( , )
( )

( ) ( ) .�
4

4
� (9)

2. Ñîñðåäîòî÷åííûé ìîìåíò M tsin � ïðèëîæåí â ñå÷åíèè xM :

y x x
Ml

EI k l
X x X xi M

j

i M i i( , )
( )

( ) ( ) .�  
4

4
� (10)
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3. Ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà èíòåíñèâíîñòüþ q tsin � :

y x
ql

EI k l
X x X x dxi

j

i i i

l

( )
( )

( ) ( ) .� �
4

4
0

� (11)

4. Ïåðåìåùåíèå çàäåëêè (õ� 0) B tsin � :

y x
Bm l

EI k l
X x X x dxi

j

i i i

l

( )
( )

( ) ( ) ,� ��
�

2 4

4
0

(12)

ãäå � i
i

j

k l

k l
�

�

�
�
�

�

�
�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�4 1

4 ; X xi ( ) – i-ÿ íîðìèðîâàííàÿ ñîáñòâåííàÿ ôîðìà èçãèáíûõ

êîëåáàíèé (áàëî÷íàÿ ôóíêöèÿ) íåïîâðåæäåííîãî ñòåðæíÿ; k li – i-é êîðåíü ÷àñòîò-

íîãî óðàâíåíèÿ; m – ìàññà åäèíèöû äëèíû ñòåðæíÿ.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ó÷åòå ïðîãèáà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òîëüêî îäíîé j-é

ðåçîíèðóþùåé ôîðìå êîëåáàíèé, ò.å. ïðè y yj j
* ! , çíà÷åíèÿ � �� j è � �� j íå

çàâèñÿò îò âèäà âîçáóæäåíèÿ, à â ñëó÷àå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ñîñðåäîòî÷åííîé

ñèëîé èëè ìîìåíòîì íå çàâèñÿò òàêæå îò ìåñòà èõ ïðèëîæåíèÿ:

� � �"j

j

j

h
X x

k
H�

  
6

2

4 1

[ ( )]
( .

ò
(13)

Ïî íàéäåííûì çíà÷åíèÿì � � �� �( )1 ïðè çàäàííîì ëîãàðèôìè÷åñêîì äåêðå-

ìåíòå êîëåáàíèé # j-é ðåçîíèðóþùåé ñîáñòâåííîé ôîðìû, îáóñëîâëåííîì âÿçêèì

òðåíèåì, âû÷èñëÿåòñÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèé ïàðàìåòð À1 2/ [28] êàê îòíîøåíèå

ìàêñèìàëüíûõ ðåçîíàíñíûõ àìïëèòóä ïåðâîé è âòîðîé ãàðìîíèê ïðîãèáà ñòåðæíÿ â

êàêîì-ëèáî ñå÷åíèè õ0:

À õ1 2
2

0

2 2
4

3
1 0 6

1

9

8 1 0 6

9
/ ( , ) ( )

( ( , ))
� � �

��

�
�

�

�
�

$
�

#
� %

� �

�#
&
'

('

)
*
'

+'

�1 2/

. (14)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà çíà÷åíèå ôóíêöèè %( )õ0 â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè (14).

Â ðàáîòå [28] çíà÷åíèå %( ),õ0 ðàâíîå åäèíèöå, ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ñóáãàðìî-

íè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Òàêàÿ ñèñòåìà ìîäåëèðóåò

óïðóãîå òåëî ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé ïðè åãî êîëåáàíèÿõ ïî çàäàííîé j-é

ðåçîíèðóþùåé ñîáñòâåííîé ôîðìå. Â ýòîì ñëó÷àå ãàðìîíèêà îñíîâíûõ âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèé, êàê ïåðâàÿ è âòîðàÿ ðåçîíèðóþùèå ãàðìîíèêè, òàêæå ïðåäñòàâëÿþò

êîëåáàíèÿ ïî ðàññìàòðèâàåìîé ñîáñòâåííîé ôîðìå, è çíà÷åíèå À1 2/ , êàê è ïàðàìåòð

� j (ñì. (13)), íå áóäåò çàâèñåòü íè îò ìåñòà ðåãèñòðàöèè (õ0) ïðîãèáîâ, íè îò âèäà è

ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé íàãðóçêè.

Àìïëèòóäà ãàðìîíèêè îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñòåðæíÿ, îïðåäåëÿåìàÿ

ïðè âèáðîèñïûòàíèÿõ ïî ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó ðåãèñòðèðóåìûõ êîëåáàíèé â êàêîì-

ëèáî ñå÷åíèè õ õ� 0, áóäåò âêëþ÷àòü àìïëèòóäû âñåõ âîçáóæäàåìûõ çàäàííîé íàãðóçêîé

íà ýòîé ÷àñòîòå ôîðì êîëåáàíèé. Ýòî ìîæíî ó÷åñòü ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ % ÷åðåç

îòíîøåíèå ñóììàðíîãî y xi

i

N

( )0

1�

�
�

�

�
�

�

�

�
� è ïî ðåçîíèðóþùåé ôîðìå ( ( ))y xj 0 ïðîãèáîâ:

26 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 3

Â. Â. Ìàòâååâ, À. Ï. ßêîâëåâ, Î. Å. Áîãèíè÷, Å. À. Ñèíåíêî



%( )
( )

( ).x
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� (15)

Ïðè èñïûòàíèÿõ îáû÷íî ôèêñèðóþò àìïëèòóäó íå ïåðåìåùåíèÿ À, à óñêîðåíèÿ

À à . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå ïîðÿäêà 1/2 èìååì À Àà
1 2 1 2

1

4
/ /� .

Â êà÷åñòâå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îòíî-

øåíèå ìàêñèìàëüíûõ àìïëèòóä ïåðâîé ãàðìîíèêè êîëåáàíèé ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì

À Ñ1 è îñíîâíîì À1 ðåçîíàíñàõ, âîçáóæäàåìûõ ñîîòâåòñòâåííî ïðè àìïëèòóäàõ

íàãðóçêè Q C1 è Q1:

A
A

A

Q

Q
C

C C
1

1

1

1

1

4

9
1 0 6� � �

�

�
�( , ) . (16)

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå äàííîãî îòíîøåíèÿ íå çàâèñèò îò ìåñòà ðåãèñòðàöèè êîëå-

áàíèé è äëÿ ñèñòåìû ñ âÿçêèì òðåíèåì – îò çíà÷åíèÿ äåêðåìåíòà êîëåáàíèé.

Äëÿ ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðàññìîòðèì òàê-

æå îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé

ñòåðæíåé ïðè íàëè÷èè çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû [24]:

	,
�

�
j

j

j

�
� �

� �

1 1

1 1
. (17)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà. Àíàëèç çàâèñèìîñòåé (2), (7) è (14), (16) ïîêàçûâàåò, ÷òî

çíà÷åíèÿ A1 2/ è À Ñ1 ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìî ïðîïîð-

öèîíàëüíûìè ôóíêöèè H1 ( )� (ñì. (5), (6)), êðîìå òîãî, À1 2/ îáðàòíî ïðîïîðöè-

îíàëüíî ëîãàðèôìè÷åñêîìó äåêðåìåíòó #. Ïîýòîìó â äàííûõ ðàñ÷åòàõ îãðàíè÷èìñÿ

çíà÷åíèåì Í1 ( )� ïðè êàêîé-ëèáî îäíîé îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíå òðåùèíû �* è îäíîé

âåëè÷èíîé äåêðåìåíòà #* . Äëÿ èíûõ çíà÷åíèé � è # èìååì
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Áûëè ðàññìîòðåíû ñóáãàðìîíè÷åñêèå ðåçîíàíñû ïåðâîé ( j�1) ôîðìû êîëå-

áàíèé ñòåðæíåé ñ êðàåâîé òðåùèíîé ïðè òðåõ âèäàõ êðåïëåíèÿ:
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, x l0 � ;
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà, ñëåäóåò óòî÷-

íèòü öåëåñîîáðàçíîå êîëè÷åñòâî N ó÷èòûâàåìûõ ôîðì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

ñòåðæíåé. Êàê ïîêàçûâàþò âû÷èñëåíèÿ èñõîäíîãî ïàðàìåòðà ïîâðåæäåíèÿ (7), äëÿ

ðàöèîíàëüíûõ ñïîñîáîâ âîçáóæäåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïåðâîé ôîðìû

êîëåáàíèé (íàïðèìåð, ïðè ïðèëîæåíèè ñîñðåäîòî÷åííîãî óñèëèÿ â ñå÷åíèÿõ x lP �0 5,

â ñëó÷àå êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, 0 25 0 75, ,l x lP� � ïðè ñâîáîäíî îïåðòîì è ñ çàùåì-

ëåííûìè êîíöàìè èëè ïðè êèíåìàòè÷åñêîì èõ âîçáóæäåíèè, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ýêâè-

âàëåíòíî âîçäåéñòâèþ ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè) äîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü ñåìü–äåâÿòü

ôîðì êîëåáàíèé. Ïðè äðóãèõ óñëîâèÿõ âîçáóæäåíèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü íåîáõîäè-

ìîñòü ó÷åòà çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà ôîðì êîëåáàíèé. Îäíàêî, ïðåäóñìàò-

ðèâàÿ â îñíîâíîì ðàñêðûòèå âîçìîæíîñòåé ìåòîäèêè è õàðàêòåðà çàâèñèìîñòè âèáðî-

äèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò îñîáåííîñòåé âîçáóæäåíèÿ è óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ

ñòåðæíåé, à òàêæå âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èìåþùèìèñÿ

äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [22], ïîêàçàâøåãî èõ ñòàáèëèçàöèþ äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìûõ ñòåðæíåé ïðè ó÷åòå âîñüìè ôîðì êîëåáàíèé, îãðàíè÷èìñÿ ïðè ðàñ÷åòå ó÷åòîì

âîñüìè-äåâÿòè ôîðì.

Íèæå äëÿ óêàçàííûõ ñòåðæíåé ïðåäñòàâëåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà

À à
1 2/ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû xP è ìîìåíòà õÌ (ðèñ. 3–5) äëÿ

ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû ñ îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíîé �* ,� 0 2 â ñå÷åíèÿõ

õ lò � 01, ; 0 25, l è 0 5, l ïðè çíà÷åíèè äåêðåìåíòà #* , .� 0 01 Íà ðèñ. 3–5 ãîðèçîíòàëü-

íûì ëèíèÿì ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà À à
1 2/

* äëÿ ïåðâîé ðåçîíèðóþùåé

ôîðìû êîëåáàíèé ( j�1), ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (14) ïðè %( )õ0 1� ñ èñïîëüçî-

âàíèåì çàâèñèìîñòè (13). Èñêëþ÷åíèå äàííûõ äëÿ ñòåðæíåé ñî ñâîáîäíûìè (ðèñ. 3,á)

è çàùåìëåííûìè (ðèñ. 5,á) êîíöàìè â ñëó÷àå ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîãî ìîìåíòà

â íåêîòîðûõ ñå÷åíèÿõ îáóñëîâëåíî áëèçêèìè ê íóëþ çíà÷åíèÿìè ñóììàðíîãî ïðîãèáà

-y x xi M( , )0 â âûáðàííîì äëÿ ýòèõ ñòåðæíåé ìåñòå åãî ðåãèñòðàöèè x l0 0 5� , .

Íàïðèìåð, äëÿ ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ýòî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 6.
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a



Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà À ÀÑ Ñ
à

1 1! îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé íà-

ãðóçêè, êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ïî õàðàêòåðó áëèçêè ê çàâèñèìîñòÿì ïàðàìåòðà À à
1 2/ .
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á

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À à
1 2/ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäà-

þùåé ñèëû (à) è ìîìåíòà (á) äëÿ ñâîáîäíî îïåðòîãî ñòåðæíÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (14) –

ñïëîøíûå ëèíèè è ïî äàííûì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [22] – øòðèõîâûå ëèíèè: 1 – x lò � 0 25, ; 2 –

õ lò � 0 5, .

a
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á

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ è À Ñ1 îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ

âûíóæäàþùåé ñèëû (à) è ìîìåíòà (á) äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëàì

(14) – ñïëîøíûå ëèíèè è (16) – øòðèõîâûå ëèíèè, à òàêæå ïî äàííûì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

[22] – øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè: 1 – õ lò � 0 1, ; 2 – õ lò � 0 5, .

a
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á

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À à
1 2/ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäà-

þùåé ñèëû (à) è ìîìåíòà (á) äëÿ ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå

(14) – ñïëîøíûå ëèíèè è ïî äàííûì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [22] – øòðèõîâûå ëèíèè: 1 –

õ lò � 0 1, ; 2 – õ lò � 0 5, .

Ðèñ. 6. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ïðîãèáà ïî ïåðâîé ôîðìå (1) è ñóììàðíîãî ïðîãèáà (2) â

ñå÷åíèè õ l0 0 5� , äëÿ ñòåðæíÿ ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåãî

ìîìåíòà õÌ .



Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ è À Ñ1 îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû �

ïîêàçàíà íà ðèñ. 7 íà ïðèìåðå êîíñîëüíîé áàëêè, íàãðóæåííîé íà ñâîáîäíîì êîíöå

ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé (x lP � ), ïðè ðàñïîëîæåíèè òðåùèíû â ñå÷åíèè õ lò � 01, è

çíà÷åíèÿõ äåêðåìåíòà 0,01 è 0,05. Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü

îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ïåðâîé ( j�1) ôîðìû êîëåáàíèé

ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé (17) îò �.

Èç ðèñ. 3–5, 7 âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ è À Ñ1 âåñüìà ñóùåñòâåííî

çàâèñÿò íå òîëüêî îò ðàçìåðà è ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû, íî, â îòëè÷èå îò À à
1 2/

* , è îò

ìåñòà âîçìîæíîãî ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè, ÷òî ìîæåò áûòü äîïîëíè-

òåëüíî èñïîëüçîâàíî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû. Íàïðèìåð, äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ïåðâîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé ñâîáîäíî îïåðòîãî (ðèñ. 3)

èëè çàùåìëåííîãî ñ äâóõ ñòîðîí (ðèñ. 5) ñòåðæíÿ ñèììåòðè÷íîñòü çàâèñèìîñòè

A x la
P1 2/ ( ) îïðåäåëÿåò ðàñïîëîæåíèå òðåùèíû ïîñåðåäèíå ìåæäó îïîðàìè (õ lò � 0 5, ).

Ïðè óäàëåíèè òðåùèíû îò ýòîãî ìåñòà íàðóøàåòñÿ ñèììåòðè÷íîñòü óêàçàííîé çàâè-

ñèìîñòè ñî ñäâèãîì â ñòîðîíó òðåùèíû.

Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàâèñèìîñòåé îòìå÷àþòñÿ òàêæå

äëÿ äðóãèõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ ñòåðæíåé. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íà

ïðàêòèêå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ïðè ïðèëîæåíèè ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè âáëèçè

çàùåìëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàòè÷íûì. Îäíàêî äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îáùåé êàðòèíû

ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà ìåñò ïðè-

ëîæåíèÿ íàãðóçêè. Àíàëèç ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé ïîçâîëÿåò ðåøèòü âîïðîñ

îïòèìàëüíîãî âûáîðà äâóõ-òðåõ ìåñò ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïðåä-

ïîëàãàåìîãî ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî îòíîñè-

òåëüíîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ è À Ñ1 ïðè èçìåíåíèè ìåñòà ïðèëîæåíèÿ
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Ðèñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ (êðèâûå 1 è 2), À Ñ1 (êðèâûå 3) è îòíîñèòåëüíîãî

èçìåíåíèÿ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû 	,1 (êðèâàÿ 4) îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû �: 1 –

#� 0 01, ; 2 – #� 0 05, . (Ñïëîøíûå ëèíèè – çàâèñèìîñòè, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (14),

øòðèõîâûå – ïî ôîðìóëå (18) ïðè �* ,� 0 2 è #* ,� 0 01.)



íàãðóçêè îïðåäåëÿåòñÿ ìåñòîïîëîæåíèåì òðåùèíû è ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò åå

ðàçìåðîâ.

Ïî-âèäèìîìó, õàðàêòåðíûìè ìîãóò áûòü òàêæå ïîëîæåíèÿ ( , )* *x xP M cocðåäîòî-

÷åííîé íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ èëè

À Ñ1 , áëèçêèì ê íóëþ. Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (7), (8), ýòî âîçìîæíî â ñëó÷àå åñëè

ïîëîæåíèå ( )*x óçëà èçãèáàþùåãî ìîìåíòà, ò.å. ãäå ��y x xP( , )* * èëè ��ó x xj P( , )* *

ðàâíû íóëþ, ïðè îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ áóäåò âáëèçè òðåùèíû õ ò .

Ðàññ÷èòàâ äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ xP
* èëè xM

* , îïðåäåëÿþùåãî ïðàêòè÷åñêè

íóëåâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà À à
1 2/ , ïîëîæåíèå ýòîãî óçëà, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî õ xò � * .

Òàê, íàïðèìåð, äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, íàãðóæåííîãî ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé

(ðèñ. 4,à), â ñëó÷àå íàõîæäåíèÿ òðåùèíû â ñå÷åíèè õ lò � 01, çíà÷åíèÿ x lP
* ,� 015 è

0 415, ,l ïðè õ lò � 0 5, – x lP
* .� Ïðîâåäåííûé ðàñ÷åò ôóíêöèé �� � ��

�

�ó x x y x xP i

i

N

P( , ) ( , )* *

1

îïðåäåëèë ìåñòîïîëîæåíèå óçëîâ x l* ,� 01 â ïåðâîì ñëó÷àå è x l* ,� 0 5 âî âòîðîì

(ðèñ. 8), ò.å. èìåííî â ñå÷åíèÿõ ðàñïîëîæåíèÿ òðåùèíû. Äëÿ ñòåðæíÿ ñ çàùåì-

ëåííûìè êîíöàìè (ðèñ. 5,à) â ñëó÷àå õ lò � 01, èìååì äâà çíà÷åíèÿ x lP
* ,� 015 è 0,35l,

êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî îïðåäåëÿþò x l* ,� 0 092 è 0,108l, ò.å. èõ çíà÷åíèå ïðàêòè-

÷åñêè ðàâíî õ ò . Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé

ñîñðåäîòî÷åííûì ìîìåíòîì. Òàê, äëÿ êîíñîëè (ðèñ. 4,á) ñ òðåùèíîé â ñå÷åíèè

õ lò � 01, èìååì çíà÷åíèå x lM
* , ,� 0 28 êîòîðîå îïðåäåëÿåò x l* , ,� 011 â ñëó÷àå

õ lò � 0 5, – ñîîòâåòñòâåííî x lM
* ,� 0 5 è x l* , .� 0 49

Îäíèì èç ïðàêòè÷íûõ ñïîñîáîâ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñ-

êèé, êîãäà, íàïðèìåð, êîíñòðóêòèâíûé ýëåìåíò óñòàíàâëèâàþò íà ïëàòôîðìå ýëåêòðî-
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Ðèñ. 8. Ãðàôèê ôóíêöèè �� � ��
�

�y x x y x xP i

i

P( , ) ( , )* *

1

8

äëÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïðè åãî âûíóæ-

äåííûõ êîëåáàíèÿõ â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîðÿäêà 1/2 ïðè ïðèëîæåíèè

âîçáóæäàþùåé ñèëû â ñå÷åíèÿõ x lP
* ,� 0 15 (1), 0 415, l (2) è l (3).

��y x xP( , )*



äèíàìè÷åñêîãî âèáðàòîðà. Ê òàêîìó ñëó÷àþ ìîæíî îòíåñòè âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé

êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ ïóòåì ïåðåìåùåíèÿ åãî çàäåëêè ïî çàêîíó B tsin � (12). Íà

ðèñ. 9 ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîìó ñëó÷àþ çàâèñèìîñòè A a
1 2/ , A C1 è 	,1 îò

îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû �, ðàñïîëîæåííîé âáëèçè êîðíåâîãî ñå÷åíèÿ

( , )õ lò � 01 ïðè çíà÷åíèè äåêðåìåíòà #� 0 01, . Òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû

àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè â ñëó÷àå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé,

ïðèëîæåííîé ê ñâîáîäíîìó êîíöó ñòåðæíÿ.

Îöåíêà äîñòîâåðíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè áûëè âçÿòû

äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ [22], ïîëó÷åííîãî äëÿ ñëó÷àÿ âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé

ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé ñ èñïîëüçîâàíèåì áàëî÷íîé êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè ñòåðæ-

íÿ ïðè îïðåäåëåíèè èçìåíåíèÿ æåñòêîñòè ýëåìåíòà ñ òðåùèíîé ïðè åå îòêðûòèè

òàêæå ÷åðåç êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé (4). Íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà ïîëó-

÷åííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðåøàëàñü â ãëàâíûõ êîîðäèíàòàõ ìåòîäîì

Ðóíãå-Êóòòà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ó÷èòûâàþùåãî êàê èçìåíåíèå æåñò-

êîñòè ñòåðæíÿ, òàê è ôîðìû åãî êîëåáàíèé íà ïîëóöèêëå ñ îòêðûòîé òðåùèíîé, ñ

ïðîâåäåííîé ïîïðàâêîé íà êîýôôèöèåíò % (15) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3–5 øòðèõî-

âûìè ëèíèÿìè. Êàê âèäíî, íàáëþäàåòñÿ õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå õàðàêòåðà ïîëó÷àåìûõ

çàâèñèìîñòåé ïðè íåêîòîðîì ðàñõîæäåíèè èõ çíà÷åíèé, îáóñëîâëåííîì ïðåíåáðå-

æåíèåì â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè ðàçëè÷èåì ôîðì êîëåáàíèé íà ïîëóöèêëàõ ñ

çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíîé. Îäíàêî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êàê â àíàëèòè÷åñêîì,

òàê è ÷èñëåííîì ðåøåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà Áåðíóëëè è èäåàëèçèðîâàííàÿ

ìîäåëü ïîâåäåíèÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà, ïðåäóñìàòðèâà-

þùàÿ îòêðûòèå è çàêðûòèå òðåùèíû â íåéòðàëüíîì ïîëîæåíèè ñòåðæíÿ è íå ó÷èòû-

âàþùàÿ ÿâëåíèÿ ñîóäàðåíèÿ è ñìèíàíèÿ åå áåðåãîâ ïðè èõ êîíòàêòå.

Îäíàêî íåêîòîðîå ðàñõîæäåíèå â ðåçóëüòàòàõ è, â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèå ïðî-

ÿâëåíèÿ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (À À Ñ1 2 1 0/ � � ) ïðè àíàëèòè÷åñêîì è ÿâíîå

åãî îáíàðóæåíèå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèÿõ â ñëó÷àå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé êîíñîëü-
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ À à
1 2/ (1, 3), À Ñ1 (2, 4) è 	,1 (5) îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû

òðåùèíû �, ðàñïîëîæåííîé â ñå÷åíèè õ lò � 0 1, êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ïðè êèíåìàòè÷åñêîì (1,

2) è ñèëîâîì (3, 4) âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé.



íîãî ñòåðæíÿ ñèëîé, ïðèëîæåííîé íà åãî ñâîáîäíîì êîíöå (õ lÐ � ), ïðè ìåñòî-

ïîëîæåíèè òðåùèíû â ñå÷åíèè õ lò � 0 5, (ðèñ. 4,à) îáóñëîâèëè ïðîâåäåíèå äîïîëíè-

òåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå (íà ðèñ. 8 êðèâàÿ 3), ïðè óêàçàííîì ïðèëîæåíèè ñèëû

èçãèáàþùèé ìîìåíò â ñå÷åíèè ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû ïðè îñíîâíûõ âûíóæäåí-

íûõ êîëåáàíèÿõ ðàâåí íóëþ, ò.å. òðåùèíà íå ðàñêðûâàåòñÿ, ñòåðæåíü äåôîðìèðóåòñÿ

êàê öåëüíûé, è óñëîâèé äëÿ âîçáóæäåíèÿ ñóáðåçîíàíñà íåò.

Äëÿ ïðîâåðêè èñïîëüçîâàëàñü áîëåå ñëîæíàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ñòåðæ-

íÿ ñ äûøàùåé òðåùèíîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ðàçðåçîì. Âçàèì-

íîå íåïðîíèêíîâåíèå áåðåãîâ òðåùèíû çàäàåòñÿ óñëîâèÿìè êîíòàêòíîé çàäà÷è. Ñòåð-

æåíü ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñî ñãóùåíèåì ñåòêè â îêðåñòíîñòè òðåùèíû.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ îáúåìíûé âîñüìèóçëîâîé ýëåìåíò (Solid 45) [31].

Ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîëåáà-

íèÿ ñòåðæíÿ ñ çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíîé, îñóùåñòâëÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî

âðåìåíè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþìàðêà ñ ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Ðåçóëüòàòû ðàíåå ïîëó÷åííûå è äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñòåðæíÿ ñ ïàðàìåò-

ðàìè l� 230 ìì, h� 20 ìì, b� 4 ìì è à� 4 ìì ïðè ìîäóëå óïðóãîñòè Å� 200 ÃÏà,

ïëîòíîñòè .� 7800 êã/ì 3 ìàòåðèàëà è âÿçêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé äåêðåìåíòó êîëå-

áàíèé #� 0 01, , ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10.

Êàê âèäíî, óòî÷íåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîäòâåðæäàåò îòñóòñòâèå ïðîÿâëåíèÿ

ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ñëó÷àå õ lÐ � ïðè õ lò � 0 5, è ïîêàçûâàåò íåñêîëüêî

ëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Ñëåäóåò òàêæå îòìå-

òèòü, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòíîé ñõåìå áàëêè Òèìîøåíêî è íå

îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî ó÷èòûâàåìûõ ñîáñòâåííûõ ôîðì êîëåáàíèé.

Çàêëþ÷åíèå. Íà ïðèìåðå ñòåðæíÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ ðàç-

ëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

ñóùåñòâåííî íåëèíåéíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íà-

ëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé â îáëàñòè ñóáãàðìîíè-

÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíîé òåîðèè êîëåáàíèé è ëèíåéíîé ìåõà-

íèêè ðàçðóøåíèÿ.
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Ðèñ. 10. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà À à
1 2/ îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ âûíóæäàþùåé ñèëû õÐ äëÿ

êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ôîðìóëå (14) – êðèâàÿ 1, ïî äàííûì [22] – êðèâàÿ 2 è

óòî÷íåííîå ðåøåíèå – êðèâàÿ 3.



Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îò

ìåñòà ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé âîçáóæäàþùåé íàãðóçêè òàêæå ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ òðåùèíû.

Ð å ç þ ì å

Ïðåäñòàâëåíî ðåçóëüòàòè íàáëèæåíîãî ðîçðàõóíêó â³áðîä³àãíîñòè÷íèõ ïàðàìåòð³â

íàÿâíîñò³ êðàéîâî¿ òð³ùèíè âòîìëåíîñò³ â ñòðèæíÿõ, ùî çàêðèâàºòüñÿ, ç ð³çíèìè

ãðàíè÷íèìè óìîâàìè â çàëåæíîñò³ â³ä ïàðàìåòð³â òð³ùèíè ³ çáóäæóþ÷îãî íàâàíòà-

æåííÿ çà ñóáãàðìîí³÷íîãî ðåçîíàíñó íèæ÷î¿ âëàñíî¿ ôîðìè çãèííèõ êîëèâàíü.

1. Douka E., Loutridis S., and Trochidis A. Crack identification in beams using wavelet

analysis // Int. J. Solids Struct. – 2003. – 40. – P. 3557 – 3569.

2. Kim J. T. and Stubbs N. Crack detection in beam-type structures using frequency data

// J. Sound Vibr. – 2003. – 259, Issue 1. – P. 145 – 160.

3. Loya J. A., Rubio L., and Fernandez-Saez J. Natural frequencies for bending

vibrations of Timoshenko cracked beams // Ibid. – 2006. – 290, Issues 3-5. – P. 640

– 653.

4. Lee J. Identification of multiple cracks in a beam using natural frequencies // Ibid. –

2009. – 320, Issue 3. – P. 482 – 490.

5. Èëüãàìîâ Ì. À., Õàêèìîâ À. Ã. Äèàãíîñòèêà ïîâðåæäåíèé áàëêè íà øàðíèðíûõ

îïîðàõ // Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà èíæåíåðíûõ êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèé. –

2010. – ¹ 2. – Ñ. 42 – 48.

6. Li B. and He Z. J. Frequency-based crack identification for static beam with

rectangular cross-section // J. Vibroengineering. – 2011. – 13, No. 3. – P. 477 – 486.

7. Ãîðäîí Â. À., Ïîòóðàåâà Ò. Â. ×àñòîòû ñîáñòâåííûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé

ñâîáîäíî îïåðòîé áàëêè ñ òðåùèíîé // Ñòðîèòåëüíàÿ ìåõàíèêà è ðàñ÷åò ñîîðó-

æåíèé. – 2009. – ¹ 3. – Ñ. 19 – 23.

8. Mazanoglu K. and Sabuncu M. Flexural vibration of non-uniform beams having

double-edge breathing cracks // J. Sound Vibr. – 2010. – 329, Issue 20. – P. 4181 –

4191.

9. Matveev V. V. and Bovsunovsky A. P. Vibration-based diagnostics of fatigue damage

of beam-like structures // Ibid. – 2002. – 249, Issue 1. – P. 23 – 40.

10. Zheng D. Y. and Kessissoglou N. J. Free vibration analysis of cracked beam by finite

element method // Ibid. – 2004. – 273, Issue 3. – P. 457 – 475.

11. Karthikeyan M., Tiwari R., and Talukdar S. Development of a technique to locate and

quantity a crack in a beam based on modal parameters // J. Vibr. Acoust. – 2007. –

129, Issue 3. – P. 390 – 395.

12. Lu X. B., Liu J. K., and Lu Z. R. A two-step approach for a crack identification in

beam // J. Sound Vibr. – 2013. – 332, Issue 2. – P. 282 – 293.

13. Quek S., Wang Q., Zhang I., and Ang K. Sensitivity analysis of crack detection in

beams by the wavelet technique // Int. J. Mech. Sci. – 2001. – 43. – P. 2899 – 2910.

14. Yan G., De Stefano A., Matta E., and Feng R. A novel approach to detecting

breathing-fatigue cracks based on dynamic characteristics // J. Sound Vibr. – 2013. –

332, Issue 2. – P. 407 – 422.

15. Öûôàíñêèé Ñ. Ë., Ìàãîíå Ì. À., Îæèãàíîâ Â. Ì. Îá èñïîëüçîâàíèè íåëèíåéíûõ

ýôôåêòîâ äëÿ îáíàðóæåíèÿ òðåùèí â ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé //

Äåôåêòîñêîïèÿ. – 1985. – ¹ 3. – Ñ. 77 – 82.

36 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 3

Â. Â. Ìàòâååâ, À. Ï. ßêîâëåâ, Î. Å. Áîãèíè÷, Å. À. Ñèíåíêî



16. Öûôàíñêèé Ñ. Ë., Áåðåñíåâè÷ Â. È., Ìàãîíå Ì. À. Âèáðîäèàãíîñòèêà óñòàëîñò-

íûõ òðåùèí â íåñóùèõ ïîâåðõíîñòÿõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ íà îñíîâå èñïîëü-

çîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ // Òàì æå. – 1993. – ¹ 2. – Ñ. 87 – 94.

17. Tsyfansky S. L. and Beresnevich V. I. Detection of fatigue cracks in flexible

geometrically non-linear bars by vibration monitoring // J. Sound Vibr. – 1998. – 213,

Issue 1. – P. 159 – 168.

18. Andreaus U., Casini P., and Vestroni F. Non-linear dynamics of a cracked cantilever

beam under harmonic excitation // Int. J. Non-Linear Mech. – 2007. – 42, No. 3. –

P. 566 – 575.

19. Peng Z. K., Lang Z. Q., and Billings S. A. Crack detection using nonlinear output

frequency response functions // J. Sound Vibr. – 2007. – 301, Issues 3-5. – P. 777 – 788.

20. Nguyen V. K. and Olatunbosun O. A. A proposed method for fatigue crack detection

and monitoring using the breathing crack phenomenon and wavelet analysis // J.

Mech. Mater. Struct. – 2007. – 2, No. 3. – P. 399 – 420.

21. Bovsunovsky A. and Bovsunovsky O. Crack detection in beams by means of the

driving force parameters variation at non-linear resonance vibrations // Key Eng.

Mater. – 2007. – 347. – P. 413 – 420.

22. Áîâñóíîâñêèé À. Ï., Áîâñóíîâñêèé Î. À. Èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíûõ ðåçîíàíñîâ

äëÿ äèàãíîñòèêè çàêðûâàþùèõñÿ òðåùèí â ñòåðæíåâûõ ýëåìåíòàõ // Ïðîáë.

ïðî÷íîñòè. – 2010. – ¹ 3. – Ñ. 125 – 141.

23. Chatterjee A. Structural damage assessment in a cantilever beam with a breathing

crack using higher order frequency response functions // J. Sound Vibr. – 2010. – 329,

Issue 16. – P. 3325 – 3334.

24. Ìàòâååâ Â. Â., Áîãèíè÷ Î. Å., ßêîâëåâ À. Ï. Ìåòîä ïðèáëèæåííîãî àíàëè-

òè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ òðåùèíû â

óïðóãîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè ïðè ñóïåð- è ñóáãàðìîíè-

÷åñêîì ðåçîíàíñàõ // Ïðîáë. ïðî÷íîñòè. – 2010. – ¹ 5. – Ñ. 62 – 83.

25. Andreaus U. and Baragatti P. Cracked beam identification by numerically analysing

the nonlinear behaviour of the harmonically forced response // J. Sound Vibr. – 2011.

– 330, Issue 4. – P. 721 – 742.

26. Qu W., Xiao L., and Zhou Y. Breathing crack detection using sub-harmonic component

with nonlinear boundary condition // Adv. Sci. Lett. – 2013. – 19, No. 3. – P. 988 – 991.

27. Bouboulas A. S. and Anifantis N. K. Three-dimensional finite element modeling of a

vibrating beam with a breathing crack // Arch. Appl. Mech. – 2013. – 83, No. 2. –

P. 207 – 223.

28. Ìàòâååâ Â. Â., Áîãèíè÷ Î. Å. Ê âîïðîñó ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ âèáðî-

äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè óïðóãîãî òåëà, îáóñëîâëåííîé íàëè-

÷èåì äûøàùåé òðåùèíû, ïðè ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå // Ïðîáë. ïðî÷íîñòè.

– 2012. – ¹ 3. – Ñ. 37 – 49.

29. Ñïðàâî÷íèê ïî êîýôôèöèåíòàì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé: Â 2 ò. Ò. 1 / Ïåð. ñ

àíãë. ïîä ðåä. Þ. Ìóðàêàìè. – Ì.: Ìèð, 1990. – 448 ñ.

30. ×åðåïàíîâ Ã. Ï. Ìåõàíèêà õðóïêîãî ðàçðóøåíèÿ. – Ì.: Íàóêà, 1974. – 640 ñ.

31. Áàñîâ Ê. À. ANSYS: Cïðàâî÷íèê ïîëüçîâàòåëÿ. – Ì.: ÄÌÊ Ïðåññ, 2005. – 640 ñ.

Ïîñòóïèëà 01. 10. 2013

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 3 37

Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ...


