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Çãèí êîìïîçèòíî¿ áàëêè ç ïîçäîâæí³ì ðîçð³çîì

Â. ². Øâàá’þê, Ñ. Â. Ðîòêî, Î. À. Óæåãîâà

Ëóöüêèé íàö³îíàëüíèé òåõí³÷íèé óí³âåðñèòåò, Ëóöüê, Óêðà¿íà

Ó ðàìêàõ íåêëàñè÷íî¿ ìîäåë³ êîìïîçèòíèõ áàëîê îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ áàëêè ç

ïîçäîâæí³ì ðîçð³çîì, êîë³íåàðíèì äî ¿¿ ñåðåäèííî¿ ë³í³¿. Çãèíàëüíå íàâàíòàæåííÿ íà áàëêó

ñïðèÿº ðîçêðèòòþ ðîçð³çó. Îòðèìàíî åëåìåíòàðí³ ôîðìóëè äëÿ íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ ó

âñ³õ ÷àñòèíàõ áàëêè. Òî÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â ï³äòâåðäæóºòüñÿ øëÿõîì ïîð³âíÿííÿ ç â³äïîâ³ä-

íèìè äàíèìè, îòðèìàíèìè ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ìåòîäîì ãðà-

íè÷íèõ åëåìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïîçäîâæí³é ðîçð³ç, êîìïîçèòíà áàëêà, íåêëàñè÷íà ìîäåëü, ïîïåðå÷-

íèé çñóâ, îáòèñíåííÿ, îäíîíàïðàâëåíèé ãðàô³òîïëàñòèê.

Âñòóï. Ïðîáëåìà äîñë³äæåííÿ çãèíó áàëîê ³ ïëàñòèí, ïîñëàáëåíèõ âíóòð³øí³ìè

ðîçð³çàìè àáî òð³ùèíàìè, âèñâ³òëåíà ó áàãàòüîõ ë³òåðàòóðíèõ äæåðåëàõ [1–4]. Çîêðå-

ìà, â [2] ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí àí³çîòðîïíî¿ áàëêè ç íàõèëåíîþ

òð³ùèíîþ. Ó ðîáîòàõ [1, 5, 6] ³ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ ðîçâ’ÿçó-

þòüñÿ çàäà÷³ äëÿ îðòîòðîïíî¿ áàëêè – ñìóãè ç ïîïåðå÷íîþ òð³ùèíîþ. Ïîïåðå÷í³ é

ïîçäîâæí³ íàñêð³çí³ òð³ùèíè ó öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ ðîçãëÿíóòî ó ðîáîòàõ [7–9 òà

³í.]. Öèë³íäðè÷íèé òà îñåñèìåòðè÷íèé çãèí ïëàñòèí ³ç âíóòð³øí³ìè òð³ùèíàìè ó

ïîñòàíîâö³ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ çãèíó äîñë³äæåíî ó ðîáîòàõ [10, 11], äå ïëàñòèíà ðîçáè-

âàëàñÿ íà äâ³ çîíè (³ç òð³ùèíîþ, ùî ìàº “ïàêåòíó” æîðñòê³ñòü, òà áåç òð³ùèíè), ÿê³

ì³æ ñîáîþ “çøèâàëèñÿ” ãðàíè÷íèìè óìîâàìè. ²ç âèêîðèñòàííÿì íåêëàñè÷íî¿ ìîäåë³

ïîä³áí³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóâàëèñÿ ðàí³øå [12, 13]. Ââàæàëîñÿ, ùî áåðåãè òð³ùèíè êîíòàê-

òóþòü, à êîíòàêòíèé òèñê ì³æ íèìè â³äîìèé. Îñòàííº äîçâîëèëî çíàõîäèòè íå ò³ëüêè

ïåðåì³ùåííÿ, à é íàïðóæåííÿ ó êîæí³é ç ÷àñòèí ïëàñòèíè.

Ó äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çãèí êîìïîçèòíî¿ áàëêè, ïîñëàáëåíî¿ âíóòð³øí³ì

ïîçäîâæí³ì ðîçð³çîì, êîë³íåàðíèì äî ñåðåäèííî¿ ë³í³¿ (ïîâåðõí³). Íàâàíòàæåííÿ ä³º

òàêèì ÷èíîì, ùî ðîçð³ç ó áàëö³ ðîçêðèâàºòüñÿ, ³ êîíòàêòíà íàïðóãà íà ¿¿ ïîâåðõí³

â³äñóòíÿ. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ð³âíÿíü íåêëàñè÷íî¿ ìîäåë³ çãèíó êîðîò-

êèõ áàëîê, ùî âðàõîâóþòü ïîïåðå÷íèé çñóâ òà îáòèñíåííÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçðàõóíêîâ³ ð³âíÿííÿ. Êîìïîçèòíà áàëêà äîâæèíîþ 2L,

òîâùèíîþ 2h é øèðèíîþ t çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ ðîçïîä³ëåíîãî ïî ïîâåðõí³ z h�
íàâàíòàæåííÿ q (ðèñóíîê,à). Íà â³äñòàí³ h h0 0�[ ; ] â³ä íèæíüî¿ ïîâåðõí³ âîíà ìàº

íàñêð³çíèé ïîçäîâæí³é ðîçð³ç äîâæèíîþ 2l, ùî çíàõîäèòüñÿ ïàðàëåëüíî äî ñåðå-

äèííî¿ ïîâåðõí³. Áóäåìî ââàæàòè, ùî çà òàêîãî ñïîñîáó íàâàíòàæåííÿ ïîâåðõí³

ðîçð³çó â³ëüí³ â³ä êîíòàêòíèõ íàâàíòàæåíü.
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Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäèêîþ, ÿêó âèêîðèñòî-

âóâàëè â àíàëîã³÷íèõ çàäà÷àõ çà öèë³íäðè÷íîãî é îñåñèìåòðè÷íîãî çãèíó ïëèò [12,

13], äå ðîçð³ç çíàõîäèâñÿ ï³ä ä³ºþ êîíòàêòíîãî òèñêó íà éîãî ïîâåðõíÿõ. Öå äîçâîëÿº

äîñë³äèòè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òà çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ êîæíî¿

ç ÷àñòèí áàëêè, ùî óòâîðèëèñÿ, ÿê ïî ¿¿ öèë³íäðè÷í³é ïîâåðõí³ çà ë³í³ºþ ðîçä³ëó

îáëàñòåé, òàê ³ íà ëèöüîâèõ ïîâåðõíÿõ ÷àñòèí áàëêè, âêëþ÷àþ÷è ïîâåðõí³ íàä ³ ï³ä

ðîçð³çîì (ðèñóíîê,á).

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ðîçðàõóíêîâ³ ð³â-

íÿííÿ íåêëàñè÷íî¿ ìîäåë³ çãèíó êîðîòêèõ áàëîê [14], äå, çîêðåìà, âèðàçè äëÿ íàïðó-
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ui , wi – òàíãåíö³àëüíå ³ âåðòèêàëüíå ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäí³õ ë³í³é ÷àñòèí áàëêè ó íà-

ïðÿìêó îñåé õ ³ z; E, 
G , 
E , 
� – ìîäóë³ ïðóæíîñò³ ³ êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ìàòåð³àëó

áàëêè ó ïîçäîâæíüîìó ³ ïîïåðå÷íîìó (³ç äâîìà øòðèõàìè) íàïðÿìàõ; wi
� – çñóâíà

ñêëàäîâà âåðòèêàëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäíüî¿ ë³í³¿ â³äïîâ³äíî¿ ÷àñòèíè áàëêè.

Íåîáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî ïî÷àòîê ñèñòåìè êîîðäèíàò (x zi, ) çíàõîäèòüñÿ ïîñå-

ðåäèí³ êîæíî¿ ç ÷àñòèí áàëêè (íà ñåðåäí³é ë³í³¿), äå â³ñü zi ñïðÿìîâàíà âíèç.

Õàðàêòåðèñòèêè áåç ³íäåêñó i â³äíîñÿòüñÿ äî ñóö³ëüíî¿ ÷àñòèíè áàëêè.

Ðîçðàõóíêîâ³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ïåðåì³ùåíü u xi ( ), w xi ( ) i w xi
� ( )

ìàþòü âèãëÿä [14]:
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Ç îäåðæàíèõ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè âèäíî, ùî çà ñòàëîãî íàâàíòàæåííÿ q ïîõ³äí³ ó

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ çíèêàþòü, òîìó ìîæíà ââàæàòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó îðòîòðîï³ÿ

ìàòåð³àëó íå âïëèâàº íà áàçîâó ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ âîíè çá³ãàþòüñÿ,

çà âèíÿòêîì äðóãîãî ð³âíÿííÿ (3), äå ïîâèííî áóëî á áóòè wi
� � 0, ç â³äïîâ³äíèìè

ð³âíÿííÿìè êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ òîíêèõ ñòðèæí³â Áåðíóëë³–Åéëåðà, ùî íå âðàõîâóþòü

äåôîðìàö³é ïîïåðå÷íîãî çñóâó é îáòèñíåííÿ.

Îòðèìàííÿ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè ð³âíÿíü. Ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ð³âíÿíü (3), (4)

áóäåìî øóêàòè îêðåìî äëÿ êîæíî¿ ÷èñòèíè áàëêè, çàäîâîëüíÿþ÷è â³äïîâ³äíèì ãðà-

íè÷íèì óìîâàì. Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóâàëè ìåòîäèêó “çøèâàííÿ” ðîçâ’ÿçê³â äëÿ

êîæíî¿ ÷àñòèíè ç óðàõóâàííÿì óìîâè ñèìåòð³¿ çàäà÷³.

Çîêðåìà, äëÿ îáëàñò³ õ l� ìàºìî
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N l M l hx x

� � � �

� � ��

2 1 0 2 3

3 1

2 2 2 2	 � � � �

� � 2 1 0 2 2 2� � � � 	( )( , ) .� � �

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
� q h

(10)

Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Òàêèì ÷èíîì, âèõîäÿ÷è ç ôîðìóë (8)–(10), îñíîâí³

çóñèëëÿ òà çãèíàëüíèé ìîìåíò äëÿ ÷àñòèíè áàëêè ï³ä ðîçð³çîì áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

N x N lx x
� ��( ) ( ); Q x qxx

� ��( ) ; M x M l q l xx x
� �� � �( ) ( ) ( ) .2 2 2 (11)

Ïîçäîâæí³ ñèëè â ÷àñòèíàõ áàëêè (x l� ) íàä ³ ï³ä ðîçð³çîì ââàæàþòüñÿ ð³âíèìè

çà âåëè÷èíîþ ³ îáåðíåíèìè çà çíàêîì: N x N xx x
� ���( ) ( ). Îêð³ì òîãî, ãðàíè÷í³

çãèíàëüí³ ìîìåíòè M l M lx x
� �( ), ( ) òà ïîçäîâæí³ ñèëè N l N lx x

� �( ), ( ) â ÷àñòèíàõ

áàëêè íàä ³ ï³ä ðîçð³çîì ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííþ ð³âíîâàãè ìîìåíò³â ó ïåðåð³ç³

áàëêè â îêîë³ ðîçð³çó (ðèñóíîê,á):

M l M l dN l M lx x x x
� � �� � �( ) ( ) ( ) ( ), (12)

äå d – äåÿêà â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè ïðèêëàäàííÿ ïîçäîâæí³õ ñèë äî ïîïåðå÷íèõ

ïåðåð³ç³â ÷àñòèí áàëêè, ÿêó çà ë³í³éíîãî ðîçïîä³ëó íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü � x ìîæíà

ââàæàòè ð³âíîþ d h� .

Íåîáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî ó ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ìîìåíò³â (12) âõîäèòü ÷ëåí, ÿêèé

âðàõîâóº âïëèâ ïîçäîâæí³õ ñèë. Â³í íå áðàâñÿ äî óâàãè Ã. Ï. ×åðåïàíîâèì ó éîãî

“Îáùåé òåîðèè ðàññëîåíèÿ ìíîãîñëîéíûõ îáîëî÷åê” [4], îñê³ëüêè òàì â³äñòàíü d ³

òîâùèíà ïëàñòèíè 2h ââàæàëèñÿ çíà÷íî ìåíøèìè çà ë³í³éíèé ðîçì³ð ðîçð³çó (2h,

d l  ).
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Âåëè÷èíó ãðàíè÷íîãî çãèíàëüíîãî ìîìåíòó Ì lx
� ( ) äëÿ âåðõíüî¿ ÷àñòèíè áàëêè

( )x l� çíàéäåìî ç ãðàíè÷íî¿ óìîâè ð³âíîñò³ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà çîâí³øí³é

( )z h�� ïîâåðõí³ áàëêè:

� � �x xl h l h� � � � �( , ( )) ( , ).1 (13)

Òóò âèðàçè äëÿ öèõ íàïðóæåíü øóêàþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (1) ó ì³ñöåâèõ êîîðäè-

íàòàõ (z râ , ):

�
�r

r r
r z

N

h

M

I
z�

� �

�
�

�
�( , )

( )
,â â

2 1
(14)

äå zâ – êîîðäèíàòà ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò äëÿ ÷àñòèíè áàëêè íàä ðîçð³çîì, ùî

íàïðàâëåíà âíèç â³ä ¿¿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³, z z hâ� �� .

Âðàõîâóþ÷è (14), ç óìîâè (13) çíàõîäèìî

Ì l M l qhx x
� � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) .1 2 1 0 2 33 3 2 2 2� � � 	 (15)

Äëÿ îáëàñò³ x l� ó âåðõí³é ÷àñòèí³ áàëêè íàä ðîçð³çîì â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêè

ð³âíÿíü (3), (4) äëÿ ïåðåì³ùåíü (6) ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿä³

w C C x� � �� �0 2
2; w C� �

� �� ; u C x Cu u
� � �� �1 . (16)

Óìîâè äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â ó âèðàçàõ (16) àíàëîã³÷í³ òàêèì

ó (8), òîáòî:

w l W l h� � �( ) ( , );� u l U l h� � �( ) ( , );� N l t l z dzx x

h

h h
�

�

�

� �( ) ( , ) ,�
0

(17)

çâ³äêè çíàõîäèìî

C W l h C l0 2
2� �� � �( , ) ;� C M l EIx2 2� � ��� ( ) ( );

C N l Ethu x1 2 1� �� �( ) ( ( ));� C M l Kx�
� �

�� 
( ) ; Cu
� � 0.

(18)

Ìàêñèìàëüí³ (õ� 0) íîðìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ w� , w� (áåç óðàõóâàííÿ ñêëàäîâî¿

îáòèñíåííÿ â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ), à òàêîæ íàïðóæåííÿ � x
� , � x

� , ùî âèíè-

êàþòü íà çîâí³øí³õ ³ âíóòð³øí³õ ïîâåðõíÿõ ÷àñòèí áàëêè, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

w
qL

EI
h L

qL

� �
�

� � � 

 �

�

4 2
2

1
2 2 2

2

1

24
5 1 12 0 5

( )
[ ( ) ( , ) ]

!
! � � �

h

EI
h L

w
qL

2
2 2 2

1
2 2 2

4 2

24
8 0 2 12

1

24

( ( , ) );

( )

	 ! � � � �

!

� � 



�
��

EI
h L qh[ ( ) ( , ( ) ] ~ (

)

5 1 12 0 5 1 3 12
1

2 2 2
1� � � 

 � � 

 �

�

! � � � � �

� 2
4 2

2 2
1

2 2 24
24

5 4 3 2 1 0 2( ) [ ( ( )( , ))E
qL

EI
h� � � � � �

�

!
! � � 	 � � � L2 ];

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
�

(19a)

146 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 4

Â. ². Øâàá’þê, Ñ. Â. Ðîòêî, Î. À. Óæåãîâà



� � � ! 	x xh h
L

h
q q q� � � � � �� � �( , ( )) ( , ) ( )~ , ~ , ~0 1 0

3

4
1 0 2

2

2

2 2 �

� � � � �� �

q t

h
qL

h
q fx

;

( , ( ))
~

( )( ) , ~ (� � ! � 	 �0 1
3

4
1 1 2 0 2

2

4

2 2 );

( , ) ( , )
~

( ( )) , ~� � ! � ! 	x xh h
qL

h
q� � � � � �0 2 0

3
1 0 20

2

0
2

2 2 2 2;

( , )
~

( ( )( )) , ~� ! � � ! 	x h
qL

h
q f� � �� � � � �0 2

3
1 2 1 0 20

2

0
2

2 2 2 2 �

�

�

�
�
�
�
�

�

�
�
�
�
� ( ),�

(19á)

äå

f� � � � �( ) ( );� � � �1 2 10 12 f� � � � �( ) ( ) ;� � � �1 2 10 1 2 	 �2

2
�



� 



E

G
;

!� l a – â³äíîñíà äîâæèíà ðîçð³çó.

Íàïðóæåííÿ � �x h� �( , ( ))0 1 i � x h� �( , ),0 20 ùî íàâåäåí³ ó ôîðìóëàõ (19),

ä³þòü íà âíóòð³øí³õ ïîâåðõíÿõ ÷àñòèí áàëêè íàä ³ ï³ä ðîçð³çîì â³äïîâ³äíî.

Ïðèïóñòèâøè ó ôîðìóëàõ (19) ïàðàìåòðè � 	 �1
2 0� � 

� , ùî âðàõîâóþòü

åôåêòè ïîïåðå÷íîãî çñóâó é îáòèñíåííÿ, îòðèìàºìî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ íà-

ïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü çà â³äïîâ³äíèìè ð³âíÿííÿìè êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ òîíêèõ ñòðèæ-

í³â Áåðíóëë³–Åéëåðà:

w
qL

EI

w
qL

EI

qL

EI

x

�

�
�

�
�

�
�

�

5 1

24

5 1

24

5

24

4 4

4 4 4 4

( )
;

( )
;

!

! !

��

�

� � � �

� � ��

( , ( ))
~

( )( );

( , ( ))

0 1
3

4
1 1 2

0 1
3

2

2

2h
qL

h

hx

� ! �

� �
4

1

0 2
3

1

2

2

2

0

2

0
2

2 2 2

L

h
q

h
qL

h
x

x

( )~;

( , )
~

( ( ));

�

� � ��

�

!

� ! � !

� ( , )
~

( ( )( )).0 2
3

1 2 10

2

0
2

2 2 2� �� � � �

�

�

�
�
�
�
�
�
�
�

�

�

h
qL

h
! � � !

�
�
�
�
�
�
�

(20)

×èñëîâèé àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Àíàë³ç ôîðìóë (19), (20) ïîêàçóº, ùî ïåðå-

ì³ùåííÿ w� i íàïðóæåííÿ � �x h� �( , ( ))0 1 âåðõíüî¿ ÷àñòèíè áàëêè, ÿê³ îòðèìàí³ çà

óòî÷íåíîþ òåîð³ºþ òà ð³âíÿííÿìè êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ òîíêèõ ñòðèæí³â, ìàéæå àáî

çîâñ³ì íå çàëåæàòü (êëàñè÷íà ìîäåëü) â³ä ð³âíÿ çíàõîäæåííÿ ðîçð³çó (ïàðàìåòðà �) ó

áàëö³ çà ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà !. Àíàëîã³÷íà òåíäåíö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè

îòðèìàíí³ ðåçóëüòàò³â ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â äëÿ ïàðàìåòðà 0 2 0 8, , .� ��
×èñëîâèé àíàë³ç öèõ ðåçóëüòàò³â íàâåäåíî ó òàáë. 1.

Ïðè íàáëèæåíí³ ïàðàìåòðà ! äî îäèíèö³ îòðèìàòè ñò³éê³ ðåçóëüòàòè çà äîïî-

ìîãîþ ÷èñëîâîãî ìåòîäó íå âäàëîñÿ, à íåíóëüîâ³ çíà÷åííÿ, îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëàìè

(19), º ðåçóëüòàòîì âïëèâó ïîïåðå÷íîãî çñóâó é îáòèñíåííÿ. Ðàçîì ³ç òèì çà àíàëîã³ºþ
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ç äàíèìè, íàâåäåíèìè â [12], ó ôîðìóëàõ (19) äëÿ íàïðóæåíü ó öèõ ï³äðàõóíêàõ, à

òàêîæ äàë³ çàì³ñòü ïàðàìåòðà !2 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïàðàìåòð !4, ùî ñïðèÿº

á³ëüø³é òî÷íîñò³ îäåðæàíèõ ôîðìóë. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ äàíèõ, ïðåäñòàâëåíèõ ó òàáë. 1,

ïîêàçóº, ùî çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíèõ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü � õ
� ³ âåðòèêàëüíèõ ïåðå-

ì³ùåíü w� âåðõíüî¿ (íåíàâàíòàæåíî¿) ÷àñòèíè áàëêè çì³íþþòüñÿ â³ä òàêèõ, ÿêèìè

âîíè ìîãëè á áóòè ó ñóö³ëüí³é áàëö³ òîâùèíîþ 2h áåç òð³ùèíè, äî íóëüîâèõ ïðè

íàáëèæåíí³ ïàðàìåòðà ! äî îäèíèö³. Ñåðåäí³ â³äõèëåííÿ â³ä êðàéí³õ çíà÷åíü ÿê

íàïðóæåíü, òàê ³ ïåðåì³ùåíü íå ïåðåâèùóþòü �6%.

Ðîçãëÿíåìî åêñòðåìàëüíèé âèïàäîê, êîëè ðîçð³ç ðîçòàøîâàíèé óçäîâæ ñåðåäèí-

íî¿ ïîâåðõí³ áàëêè (�� 0 5, ; h h0� ), à êðàéîâ³ çãèíàëüí³ ìîìåíòè M lx
� ( ), M lx

� ( ) ³

ïîçäîâæíÿ ñèëà N lx
� ( ), ùî ä³þòü íà êðàÿõ ÷àñòèí áàëêè â îáëàñò³ ðîçð³çó, âèðà-

æàþòüñÿ ÷åðåç çãèíàëüíèé ìîìåíò M lx ( ) ñóö³ëüíî¿ áàëêè íàñòóïíèì ÷èíîì:

M l M l qhx x
� � �( ) ( ) ;

1

8

3

80

2
2	

M l M l qhx x
� � �( ) ( ) ;

1

8 240

2
2	

N l
h

M l qhx x
� � �( ) ( ) .

3

4 40

2	
(21)

Ç óðàõóâàííÿì ïîïåðåäí³õ çàóâàæåíü ñòîñîâíî çàì³íè ïàðàìåòðà !2 ôîðìóëè

(19) äëÿ ìàêñèìàëüíèõ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü (ó ïåðåð³ç³ õ� 0) íà çîâí³øí³õ ïîâåðõ-

íÿõ áàëêè â îáëàñò³, äå ³ñíóº ðîçð³ç, ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

�

! 	

!

x h

L

h
q q

L

h
q

( , )

( )~ , ~ ;

( )~

0

3

4
1 3 0 2

3

4
1 0

2

2

4 2

2

2

4

� �

� �

� � � , ~ .2 2q	

�

�

�
�

�

�
�

(22)

Ôîðìóëè (19) äëÿ ìàêñèìàëüíèõ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü âåðõíüî¿ ³ íèæíüî¿

÷àñòèí áàëêè áóäóòü òàêèìè:

Ò à á ë è ö ÿ 1

Ñåðåäí³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü òà ïåðåì³ùåíü ó ÷àñòèí³ áàëêè íàä ðîçð³çîì

! �� ~q w E qh� ( ~ )2

h L� 0 1, h L� 0 2, h L� 0 1, h L� 0 2,

0 �75 20

75 04

,

,

�

�

18 95

18 87

,

,

1597 5

1598 9

,

,

106 5

109 5

,

,

0,5 �

�

70 50

66 80

,

,

�

�

17 78

15 86

,

,

1531 0

1538 1

,

,

101 9

101 8

,

,

1,0 0 20,

�

0 20,

�

12 5,

�

3 1,

�

Ïðèì³òêà. Íàä ðèñêîþ íàâåäåíî ñåðåäí³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü � �x h� � �( , ( ))0 1 i ïåðåì³ùåíü

w� äëÿ ð³çíèõ ! , îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëàìè (19), ï³ä ðèñêîþ – ðåçóëüòàòè, îäåðæàí³ ìåòîäîì

ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â.
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�

	

! 	
x

q

L

h
q q

� � �
� �

�

�
�

�
�

( , )

, ~ ;

~ , ~ ,
0 0

0 25

3
0 25

2

2

2

4 2
(23)

äå “�” ³ “�” ó ïîçíà÷åííÿõ �h (22) â³äíîñÿòüñÿ â³äïîâ³äíî äî íèæíüî¿ é âåðõíüî¿

ëèöüîâèõ ïîâåðõîíü áàëêè; íàïðóæåííÿ � õ
� �( , )0 0 ä³þòü íà âíóòð³øí³õ ïîâåðõíÿõ

÷àñòèí áàëêè, ùî çíàõîäÿòüñÿ íàä (�) ³ ï³ä (�) ðîçð³çîì â³äïîâ³äíî.

Ìàêñèìàëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ âåðõíüî¿ ³ íèæíüî¿ ÷àñòèí áàëêè

(w� , w�) ïðè �� 0 5, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³

w
qL

EI
h L

qL

� �
�

� � � 

 �

�

4 2
2

1
2 2

2

1

24
5 1 12 0125
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[ ( ) ( , ) ]
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! � �

h

EI
h L

w
qL

EI

2
2 2

1
2 2

4
4

24
3 6 3

5

24
1 7 2 4

( , );

[ ( ,

	 ! � �

! �

� 



� � ��
1

2 2 2 2 2 2

1

1 0 3 1 0 08

3 16

( ) , ( ) , ) ]

~ (

� � 

 � � �

� 



! � ! 	 !

� �

h L

qh E ).

(24)

Ó êëàñè÷í³é ïîñòàíîâö³ â³äïîâ³äí³ âåëè÷èíè äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ³ âåðòè-

êàëüíèõ ïåðåì³ùåíü òîíêî¿ áàëêè, ùî ìàº ðîçð³ç ó ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³, îòðèìàºìî ç

ôîðìóë (22)–(24):

w
qL

EI
w

qL

EI

hx

� �
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�
�

� �

�

5 1

24

5

24
1 7

0 2 0
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� � x x
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� �� � � �
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Ó òàáë. 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíèõ íàïðóæåíü �� òà ïåðåì³ùåíü w�,

îá÷èñëåíèõ çà ôîðìóëàìè (22) ³ (24), ÿê³ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â ! ³ h L.

Ò à á ë è ö ÿ 2

Çíà÷åííÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ó áàëö³ ï³ä ðîçð³çîì

! �� ~q w E qh� ( ~ )2

h L� 0 1, h L� 0 2, h L� 0 1, h L� 0 2,
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1 300 20
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75 20

79 95

,

,

12572 5

13975 0

,

,

799 4

1149 9

,

,

Ïðèì³òêà. Íàä ðèñêîþ íàâåäåíî çíà÷åííÿ íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é äëÿ ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó,

ï³ä ðèñêîþ – äëÿ îäíîíàïðàâëåíîãî ãðàô³òîïëàñòèêà (E G
� 50; E E
� 25; � �� 

� 0 25, ).
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Àíàë³ç ôîðìóë (20)–(23) òà äàíèõ òàáë. 2 ïîêàçóº, ùî ìàêñèìàëüí³ íîðìàëüí³

íàïðóæåííÿ � õ
� òà ïåðåì³ùåííÿ w� íèæíüî¿ (íàâàíòàæåíî¿) ÷àñòèíè áàëêè òîâùè-

íîþ h äëÿ �� 0 5, ï³ä òð³ùèíîþ çðîñòàþòü (çà óìîâè çá³ëüøåííÿ ïàðàìåòðà ! äî

îäèíèö³) â³äïîâ³äíî ó ÷îòèðè òà â³ñ³ì ðàç³â ïîð³âíÿíî ç òèìè, ÿêèìè âîíè ìîãëè á

áóòè ó ñóö³ëüí³é áàëö³ òîâùèíîþ 2h áåç òð³ùèíè.

Âðàõóâàííÿ ïîïðàâîê â³ä ïîïåðå÷íîãî çñóâó é îáòèñíåííÿ äåùî çì³íþº ö³

ñï³ââ³äíîøåííÿ, àëå çàãàëüíà òåíäåíö³ÿ òàêîãî çðîñòàííÿ çáåð³ãàºòüñÿ. Íåîáõ³äíî

òàêîæ çàóâàæèòè, ùî âðàõóâàííÿ íàâåäåíèõ ïîïðàâîê äëÿ ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó äàº

íåçíà÷í³ óòî÷íåííÿ ïîð³âíÿíî ç êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ. Ðàçîì ³ç òèì äëÿ îäíîíàïðàâ-

ëåíîãî ãðàô³òîïëàñòèêà àíàëîã³÷í³ óòî÷íåííÿ ìîæóòü áóòè ñóòòºâèìè. Òàê, ïåðåì³-

ùåííÿ íèæíüî¿ ÷àñòèíè áàëêè (h L� 0 2, ) ìîæóòü çðîñòè ó ðàçè: â³ä 1,5 äëÿ !�1 äî

2,6 äëÿ !� 0. Äëÿ íàïðóæåíü òàêèé âïëèâ áóäå ìåíøèé: 7...27% çà àíàëîã³÷íèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðà !.

Â è ñ í î â ê è

1. Îòðèìàíî åëåìåíòàðí³ ôîðìóëè äëÿ íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ó áàëö³ ç

âíóòð³øí³ì ðîçð³çîì, ÿê³ ç äîñòàòíüîþ òî÷í³ñòþ îïèñóþòü íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé

ñòàí (ÍÄÑ) âñ³õ ÷àñòèí áàëêè. Òî÷í³ñòü ðåçóëüòàò³â ï³äòâåðäæóºòüñÿ ïîð³âíÿííÿì ç

â³äïîâ³äíèìè ÷èñëîâèìè äàíèìè, îòðèìàíèìè ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â.

2. Àíàë³ç ÍÄÑ íèæíüî¿ (íàâàíòàæåíî¿) ÷àñòèíè áàëêè ï³ä òð³ùèíîþ ïîêàçóº, ùî

ó âèïàäêó çíàõîäæåííÿ ðîçð³çó âçäîâæ ñåðåäèííî¿ ë³í³¿ áàëêè (�� 0 5, ) íîðìàëüí³

íàïðó- æåííÿ � õ
� òà ïåðåì³ùåííÿ w� çðîñòàþòü çà óìîâè çá³ëüøåííÿ ïàðàìåòðà !

â³ä íóëÿ äî îäèíèö³ â³äïîâ³äíî ó ÷îòèðè òà â³ñ³ì ðàç³â ïîð³âíÿíî ç òèìè, ÿêèìè âîíè

ìîãëè á áóòè ó ñóö³ëüí³é áàëö³ òîâùèíîþ 2h áåç òð³ùèíè.

3. ×èñëîâèé àíàë³ç ôîðìóë äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü � õ
� ³ ïåðåì³ùåíü w�

âåðõíüî¿ (íåíàâàíòàæåíî¿) ÷àñòèíè áàëêè ïîêàçóº, ùî ¿õ çíà÷åííÿ ïðàêòè÷íî íå

çàëåæàòü â³ä ð³âíÿ çíàõîäæåííÿ ðîçð³çó (ïàðàìåòðà �) ó áàëö³ çà ïåâíèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðà !. Àíàëîã³÷íà òåíäåíö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè îòðèìàíí³ ðåçóëüòàò³â ìåòî-

äîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíò³â äëÿ ïàðàìåòðà 0 2 0 8, , .� ��
4. Âðàõóâàííÿ ïîïðàâîê â³ä ïîïåðå÷íîãî çñóâó é îáòèñíåííÿ çà äîïîìîãîþ

ð³âíÿíü íåêëàñè÷íî¿ ìîäåë³ çãèíó êîðîòêèõ áàëîê äàº íåçíà÷í³ óòî÷íåííÿ ó ìåæàõ

h L�0 2, äëÿ ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó ïîð³âíÿíî ç êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ. Ó âèïàäêó

ìàòåð³àëó ç îäíîíàïðàâëåíîãî ãðàô³òîïëàñòèêà àíàëîã³÷í³ óòî÷íåííÿ ìîæóòü çðîñòè ó

ðàçè: â³ä 1,5 äëÿ !�1 äî 2,6 äëÿ !� 0 äëÿ ïåðåì³ùåíü íèæíüî¿ ÷àñòèíè áàëêè

( , ).h L� 0 2 Äëÿ íàïðóæåíü � õ
� òàêèé âïëèâ áóäå ìåíøèé: 7...27% çà àíàëîã³÷íèõ

çíà÷åíü ïàðàìåòðà !.

Ð å ç þ ì å

Â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêîé ìîäåëè êîìïîçèòíûõ áàëîê ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå äëÿ áàëêè ñ ïðîäîëüíûì ðàçðåçîì, êîëëèíåàðíûì ê åå ñðåäèííîé ëèíèè. Èçãè-

áàþùàÿ íàãðóçêà íà áàëêó ñïîñîáñòâóåò ðàñêðûòèþ ðàçðåçà. Ïîëó÷åíû ýëåìåíòàðíûå

ôîðìóëû äëÿ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé âî âñåõ ÷àñòÿõ áàëêè. Òî÷íîñòü ðåçóëü-

òàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè

ïðè ðåøåíèè ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

1. Ïàíàñþê Â. Â., Ñàâðóê Ì. Ï., Äàöûøèí À. Ï. Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé îêîëî

òðåùèí â ïëàñòèíêàõ è îáîëî÷êàõ. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1975. – 444 ñ.

2. Ñåðåíñåí Ñ. Â., Çàéöåâ Ã. Ï. Íåñóùàÿ ñïîñîáíîñòü òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé èç

àðìèðîâàííûõ ïëàñòèêîâ ñ äåôåêòàìè. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1982. – 296 ñ.

150 ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 4

Â. ². Øâàá’þê, Ñ. Â. Ðîòêî, Î. À. Óæåãîâà



3. Ñïðàâî÷íèê ïî êîýôôèöèåíòàì èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. Â 2 ò. / Ïåð. ñ àíãë.

ïîä ðåä. Þ. Ìóðàêàìè. – Ì.: Ìèð, 1990. – 1016 ñ.

4. ×åðåïàíîâ Ã. Ï. Ìåõàíèêà ðàçðóøåíèÿ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ. – Ì.: Íàóêà,

1983. – 296 ñ.

5. Ëîçîâîé Á. Ë., Ïàíàñþê Â. Â. Íåêîòîðûå çàäà÷è èçãèáà ïîëîñû ñ ïðÿìîëèíåéíîé

òðåùèíîé // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Îòä-íèå òåõí. íàóê. Ìåõàíèêà è ìàøèíîñòðîåíèå. –

1962. – ¹ 1. – Ñ. 138 – 143.

6. Øâàá’þê Â. ². Çãèí êîìïîçèòíî¿ áàëêè ç ïîïåðå÷íîþ òð³ùèíîþ // Íàóê. íîòàòêè.

– 1996. – Âèï. 3. – Ñ. 190 – 197.

7. Îðèíÿê ². Â., Áîðîä³é Ì. Â., Êðàñîâñüêèé À. ß. Ìåòîä îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â

³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ òð³ùèí â³ä âèð³ç³â // Ô³ç.-õ³ì. ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â.

– 1999. – ¹ 1. – Ñ. 69 – 74.

8. Êóøí³ð Ð. Ì., Íèêîëèøèí Ì. Ì., Îñàä÷óê Â. À. Ïðóæíèé òà ïðóæíî-ïëàñòè÷íèé

ãðàíè÷íèé ñòàí îáîëîíîê ç äåôåêòàìè. – Ëüâ³â: ÑÏÎËÎÌ, 2003. – 320 ñ.

9. Øåâ÷åíêî Â. Ï., Äîâáíÿ Ê. Ì. Ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ó çàäà÷àõ

ñòàòèêè ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ç ðîçð³çàìè é îòâîðàìè // Ìàòåìàòè÷í³

ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2003. – 46, âèï. 1. – Ñ. 47 – 59.

10. Ãíóíè Â. Ö., Åãèàçàðÿí Ò. À. Îá óñòîé÷èâîñòè ïëàñòèíîê, îñëàáëåííûõ òðåùèíîé

// Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óñòîé÷èâîñòè è ïðî÷íîñòè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. –

Åðåâàí: Èçä. Åðåâàí. ãîñ. óí-òà, 2002. – Ñ. 37 – 41.

11. Åãèàçàðÿí Ò. À. Îñåñèììåòðè÷åñêèé èçãèá êðóãëûõ ïëàñòèí, îñëàáëåííûõ ìîíåòî-

îáðàçíîé òðåùèíîé // Èçâ. ÍÀÍ Àðìåíèè. Ìåõàíèêà. – 2006. – 59, ¹ 2. – Ñ. 57 –

62.

12. Shvabyuk V., Pasternak I., and Sulym H. Bending of orthotropic plate containing a

crack parallel to the median plane // Acta Mech. Automat.. – 2011. – 5, No. 4. – P. 94

– 100.

13. Bozhydarnyk V., Shvabyuk V., Pasternak I., and Shvabyuk V. Crack propagation in a

composite laminated plate under bending // Proc. of the 4th Int. Conf. Crack Paths

(Sept. 19–21, 2012, Gaeta, Italy). – 2012. – P. 1113 – 1120.

14. Øâàá’þê Â. ²., Ìîðîçîâ Ì. ²., Ðîòêî Â. Î. Âèçíà÷åííÿ ì³öíîñò³ òà æîðñòêîñò³

ïàêåòó áàëîê // Ñ³ëüñüêîãîñïîäàðñüê³ ìàøèíè. – 2010. – Âèï. 20. – Ñ. 366 – 372.

Ïîñòóïèëà 10. 04. 2014

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2014, ¹ 4 151

Çãèí êîìïîçèòíî¿ áàëêè ç ïîçäîâæí³ì ðîçð³çîì


