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Введение 

В современной теории управления широко используются непрерывные и дис-
кретные математические модели управляемых объектов, содержащие неопреде-
ленные элементы (параметры, нелинейности, внешние возмущения и т.п.). Для 
таких объектов первоочередными являются задачи робастной стабилизации, оп-
тимизации и идентификации параметров. С разнообразными постановками задач 
управления в условиях неопределенности и методами их исследования можно 
ознакомиться, например, в [1–6].  

При решении класса задач ∞HH /2 -оптимизации необходимо построить за-
кон управления, который обеспечивает не только (робастную) устойчивость, 
но и снижение в определенном смысле отрицательного влияния внешних возму-
щений на качество управляемого объекта. При исследовании указанного класса 
задач применяются как частотные методы, так и методы пространства состояний, 
приводящие к решению матричных уравнений и неравенств (см., например, [1, 3–10]). 
В качестве внешних возмущений рассматриваются как возмущения, действующие 
на систему, так и ошибки измеряемого выхода. Мерой влияния ограниченных 
возмущений на динамику линейных объектов с нулевым начальным вектором яв-
ляется максимальное значение отношения 2L -норм векторов выхода и входа 
(возмущений), которое совпадает с ∞H -нормой матричной передаточной функ-
ции системы [1]. В [9–14] рассматривались более общие критерии качества, учи-
тывающие начальные возмущения, вызванные ненулевым начальным вектором. 
При этом использование весовых коэффициентов в обобщенных критериях каче-
ства позволяет установить приоритеты между компонентами выхода, внешних 
и начальных возмущений. Аналогичные критерии качества с использованием 

2l -норм рассматривались в задачах подавления внешних и начальных возмуще-
ний дискретных систем [10, 15].  

Отметим, что многочисленные подходы к решению задач стабилизации и 
оптимизации в условиях нестохастической неопределенности приводят к ли-
нейным матричным неравенствам (ЛМН). Метод инвариантных эллипсоидов 
совместно с техникой ЛМН также успешно применяется в задачах подавления 
внешних возмущений как непрерывных, так и дискретных систем [16, 17]. Для 
решения ЛМН созданы достаточно эффективные средства LMI Toolbox ком-
пьютерной системы MATLAB [18]. 

На практике дискретные модели систем управления имеют определенные 
преимущества по сравнению с непрерывными. В частности, использование разно-
стных уравнений движения не требует исследования математических проблем 
существования и единственности решений. Кроме того, разностные системы 
вполне пригодны для их непосредственной численной реализации программными 
средствами компьютерной техники.  

В данной работе рассматриваются классы дискретных линейных и нелиней-
ных систем управления, представленных в векторно-матричной форме. Предла-
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гаются новые подходы к решению задач синтеза стабилизирующих регуляторов 
по измеряемому выходу (разд. 2) и взвешенного подавления ограниченных воз-
мущений в дискретных системах управления (разд. 4, 5). Основные результаты 
формулируются в виде аналогов известных утверждений для непрерывных 
систем [9, 14] с использованием техники ЛМН. 

Будем использовать следующие обозначения: nI  — единичная nn× -

матрица; mn×0  — нулевая mn× -матрица; 0>= ΤXX )0(≥  — положительно 
(неотрицательно)-определенная симметричная матрица; ,rank A ,det A )(Aρ  и 

Aker  — соответственно ранг, детерминант, спектральный радиус и ядро матри-
цы A ; })(),(),({)( 0 XiXiXiXi −+=  — инерция матрицы Τ= XX , состоящая из 
количеств ее положительных, отрицательных и нулевых собственных чисел с 
учетом кратностей; x  — евклидова норма вектора ;x  Qw  — взвешенная 

2l -норма векторной последовательности ,tw  L,1,0=t ; }...,,Co{ 1 pAA  — вы-

пуклый многогранник (политоп) с вершинами pAA ...,,1  в пространстве матриц.  
1. Вспомогательные утверждения 

При исследовании блочно-матричных выражений используются методы по-
нижения размерности, в частности лемма Шура, формула Фробениуса и др. [19]. 
Приведем известные формулы для индексов инерции блочной симметричной 
матрицы:  

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

Τ

CB
BAM , Τ= AA , Τ= CC .  

Если ,0det ≠A  то  

 )()()( 1 Τ−
+++ −+= BBACiAiMi , )()()( 1 Τ−

−−− −+= BBACiAiMi . (1) 

Аналогично, если ,0det ≠C  то  

 )()()( 1BCBAiCiMi −Τ
+++ −+= , )()()( 1BCBAiCiMi −Τ

−−− −+= . (2) 

Из формул (1) и (2) вытекают соответствующие критерии положительной 
(неотрицательной) определенности блочной матрицы M (лемма Шура): 

 0>M  ( 0≥ ) ⇔  0>A , 01 >− Τ− BBAC  ( 0≥ ); (3) 

 0>M  ( 0≥ ) ⇔  0>C , 01 >− −Τ BCBA  ( 0≥ ). (4) 

Обобщения формул (1)–(4) в случае вырожденных диагональных блоков име-
ются в [10]. 

Лемма 1 [8]. Линейное матричное неравенство  

 ,SLXRXRL <+ ΤΤΤ  (5) 

где L , R  и Τ= SS  — заданные матрицы соответствующих размеров np× , 
nq×  и nn× , имеет решение ,X  если и только если выполняется одно из ус-

ловий 1)–4):  
 1) ,rank nL = nR =rank ; 2) ,rank nL < ,rank nR = 0>Τ

LL SWW ; 

 3) ,rank nR <  ,rank nL =  0>Τ
RR SWW ;  

 4) ,rank nL <  ,rank nR < 0>Τ
LL SWW , 0>Τ

RR SWW ; 



80 ISSN 0572-2691 

где LW  и RW  — матрицы, столбцы которых составляют базисы соответствующих 
ядер Lker  и Rker . 

Лемма 2 [14]. Для заданных nn× -матриц 0>X , 0>Y  и числа 0>γ  суще-

ствуют матрицы nrX ×∈R1 , rrX ×∈R2 , nrY ×∈R1  и rrY ×∈R2 , удовлетворяющие 
соотношениям 
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если и только если 

 0
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В [20] при условиях леммы 1 приведено общее решение матричного нера-
венства (5) в параметрической форме. Утверждение леммы 2 в случае 1=γ  из-
вестно (см. [6, 9]). 

2. Стабилизация по измеряемому выходу 

Рассмотрим нелинейную систему управления с дискретным временем 

 ttttt uxBxxAx )()(1 +=+ , ttttt uxDxxCy )()( += , (8) 

где ,Rn
tx ∈  m

tu R∈  и l
ty R∈  — векторы соответственно состояния, управления 

и измеряемого выхода, },2,1,0{ L=Τ∈t , а ),(xA  ),(xB  )(xC  и )(xD  — задан-
ные матричные функции соответствующих размеров, непрерывные в некоторой 
окрестности }:{S0 hxx ≤=  точки 0=x . Предположим, что mB ≡rank  и 

lC ≡rank  и наряду с (8) рассмотрим линейную систему 

 ttt BuAxx +=+1 , ttt DuCxy += , (9) 

где )0(AA = , )0(BB = , )0(CC =  и )0(DD = .  
Сформулируем условия стабилизируемости нулевого состояния 0=tx  сис-

тем (8) и (9) с помощью динамического регулятора  

 ttt VyZ +ξ=ξ +1 , ttt KyUu +ξ= , (10) 

где ,R r
t ∈ξ  ,Τ∈t  r  — порядок регулятора, ,Z  ,V  U  и K  — матрицы, под-

лежащие определению. Соотношения (8) и (10) можно представить в виде сис-
темы управления в расширенном фазовом пространстве rn+R  со статическим 
регулятором: 

 ttttt uxBxxAx ˆ)ˆ(ˆˆ)ˆ(ˆˆ 1 +=+ , ttttt uxDxxCy ˆ)ˆ(ˆˆ)ˆ(ˆˆ += , tt yKu ˆˆˆ = , (11) 
где  
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При условии DK Κ∈ , где }0)( det:{Κ ≠−= KDIK mD , замкнутая линейная 
система (9), (10) имеет вид 

 tt xMx ˆˆˆ 1 =+ , CKBAM ˆ)ˆ(D̂ˆˆˆ += ,  (12) 

где )0(ˆˆ AA = , )0(ˆˆ BB = , )0(ˆˆ CC = , )0(ˆˆ DD = , 

 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−+−
−= −−

−

UKDIVDZDKIV
UKDIKKD

ml

m
11

1

)()(
)()(D)ˆ(ˆ , KKDIK m

1)()(D −−= .  

Систему (12) будем называть ρ -устойчивой, если спектр матрицы M̂ распо-

ложен внутри круга }:{ ρ<λλ , где 10 ≤ρ< . Спектральный запас устойчивости 

ρ -устойчивой системы не меньше, чем ρ−1 . Символами ⊥B  и ⊥C  обозначим 
ортогональные дополнения соответственно столбцов матрицы B  и строк матри-
цы ,C  т.е. Τ=⊥

BWB  и Τ⊥ = CWC . 

Теорема 1. Следующие утверждения эквивалентны: 
1) существует динамический регулятор (10) порядка r , обеспечивающий  

ρ -устойчивость замкнутой системы (12); 
2) существуют матрицы X  и 0X , удовлетворяющие соотношениям:  

 ,0)( 2 <ρ− ⊥ΤΤ⊥ BXAXAB  (13) 

 00 >≥ XX , rXX ≤− )(rank 0 ,  (14) 

 Τ−ΤΤΤ <ρ− ACXCCXCAXXAAX 0
1

000
2

0 )( ; (15) 

3) существуют матрицы X и Y , удовлетворяющие соотношениям (13) и 

 ,0)( 2 <ρ− Τ⊥Τ⊥ CYYAAC  (16) 

 0≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=

YI

IX
W

n

n
, rnW +≤rank . (17) 

Доказательство. Согласно теореме Ляпунова для дискретных систем крите-
рием ρ -устойчивости системы (12) является существование матриц 0K̂  и 

0ˆˆ >= ΤXX , удовлетворяющих матричному неравенству 

 0ˆ)ˆˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆˆ( 2
00 <ρ−++ Τ XCKBAXCKBA . (18) 

Данное неравенство для некоторой матрицы 0ˆ >X  разрешимо относительно ,ˆ
0K  

если и только если выполняется система соотношений (см. доказательство теоре-
мы 6.1.1 в [10]) 

 ,0ˆ)ˆˆˆˆ(ˆ 2T <ρ− ⊥Τ⊥ BXAXAB Τ−ΤΤΤ <ρ− AXCCXCCXAXAXA ˆˆˆ)ˆˆˆ(ˆˆˆˆˆˆˆ 12 . (19) 

В данном случае  
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и согласно формуле Фробениуса для обращения блочной матрицы имеем 

 1)ˆˆˆ( −ΤCXC =
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где Τ= CCXH 0 , 1
1

210 XXXXX −Τ−= . Используя блочную структуру выражений 
в (19) и лемму Шура, приходим к эквивалентным соотношениям (13)–(15), в которых 

rXXX ≤=− 10 rank )(rank . Следовательно, утверждения 1) и 2) эквивалентны. 
Покажем, что матрицы X и 0X  удовлетворяют утверждению 2), если и толь-

ко если матрицы X и 1
0
−= XY  удовлетворяют утверждению 3). При этом соотно-

шения (14) и (17) эквивалентны. Из формул (1) и (2) для блочной матрицы 
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следует, что матричное неравенство (15) эквивалентно соотношениям 
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Преобразовав выражение 1Δ , получим 
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где 1
0

21
0

−−Τ ρ−= XAXAZ . Поскольку G  — квадратная невырожденная матрица  

и }0,,{)( llEi = , то равенство }0,,{)( 2 nli =Δ  означает, что 0<Τ⊥⊥ZCC , т.е. вы-
полняется матричное неравенство (16). 

Теорема доказана. 
Отметим, что для выполнения условий (17) в утверждении 3) необходимо, 

чтобы матрицы X и Y были положительно-определенными. Ранговое ограничение 
в (17) всегда выполняется в случае динамического регулятора порядка nr ≥ , в ча-
стности, полного порядка nr = . Эквивалентность утверждений 1) и 3) в теореме 1 
является также следствием леммы 1 для матричного неравенства Ляпунова (18), 
представленного в виде  

 SLKRRKL <+ ΤΤ
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T
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Следствие. Пусть выполняется одно из утверждений 2) или 3) теоремы 1 для 

линейной системы (12) и 0K̂  — решение ЛМН (20), причем 1
1

210 XXXXX −Τ=− , 

DK Κ∈0  и 10 ≤ρ<  . Тогда динамический регулятор (10) порядка r  с матрицами  

 ,)(,)( 0
1

00
1

0 UDKIUKDKIK mm
−− +=+=  

 0
1

000
1

00 )(,)( UDKIDVZZDKIVV ml
−− +−=+=   (21) 

обеспечивает асимптотическую устойчивость нулевого состояния и квадратичную 

функцию Ляпунова xXxxv ˆˆˆ)ˆ( 1−Τ=  замкнутой нелинейной системы (8 ), (10). 
Данное утверждение вытекает из доказательства теоремы 1 и предположения 

о непрерывной зависимости от состояния матричных коэффициентов в системе (8) 
(см. доказательство аналогичного утверждения для непрерывных систем [13]). 
Соотношения (21) приведены на основе следующего свойства оператора )ˆ(ˆ KD : 

)ˆ(D̂ˆ
0 KK =  ⇒  )ˆ(D̂ˆ

0KK −−=  . 
На основе теоремы 1 и следствия 1 можно предложить следующий алгоритм 

построения динамического регулятора (10) порядка ,nr ≤  обеспечивающего 
ρ -устойчивость линейной системы (12), а также асимптотическую устойчивость 
нулевого состояния замкнутой нелинейной системы (11): 

1) определение матриц X  и 0X , удовлетворяющих соотношениям (13)–(15); 
2) построение разложения Холецкого неотрицательно определенной матрицы 

0110 ≥=− ΤXXXX , где nrX ×∈R1 , rX ≤1rank ; 

3) решение ЛМН (20) относительно 0K̂  при условиях rIX =2  и DK Κ0 ∈ ; 
4) вычисление матриц регулятора (10) по формулам (21). 

3. Взвешенный уровень гашения ограниченных возмущений 

Рассмотрим нелинейную дискретную систему без управления:  

 ttttt wxBxxAx )()(1 +=+ , ttttt wxDxxCy )()( += , (22) 

которая функционирует в некоторой области фазового пространства 0S , содер-

жащей точку 0=x . Здесь ,Rn
tx ∈  m

tw R∈  и l
ty R∈  — векторы соответственно 

состояния, ограниченного возмущения и выхода системы, Τ∈t , а ),(xA  ),(xB  
)(xC  и )(xD  — заданные матричные функции, определенные в 0S .  
Введем критерий качества системы (22) относительно вектора выхода: 

 ),,(sup 0
0 000

2
xwJ

xXxw P

ϕ=
∞<+< Τ

 (23)  

где  
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20),(
xXxw

y
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P

Q

Τ+
=ϕ , tt

t
Q Qyyy Τ

∞

=
∑=

0

2 , tt
t

P Pwww Τ
∞

=
∑=

0

2 ,  

0>= ΤPP , 0>= ΤQQ  и 0T
00 >= XX  — известные положительно-определенные 

матрицы. При этом предполагаем, что начальный вектор 0x  в общем случае 
ненулевой и неизвестный. Характеристику J  в случае фиксированного вектора 

00 =x  обозначим 0J . Очевидно, что JJ ≤0 . 
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Значение J  характеризует взвешенный уровень гашения внешних и началь-
ных возмущений в системе (22). Аналогичный критерий качества для непрерыв-

ных систем в случае весовых матриц ,sIP =  kIQ =  и nIX 2
0 ρ=  рассматривался 

в [9]. Случай положительно-определенной матрицы 0X  общего вида рассматри-
вался в [10–15]. Использование весовых матриц ,P  Q  и 0X  позволяет задать 
приоритеты среди компонентов векторов внешних возмущений, выхода и началь-
ного состояния при формировании значений характеристик J  и 0J . 

Определение 1 [10]. Система (22) называется неэкспансивной, если ее вектор 
выхода при любом 0>N  удовлетворяет условию 

 000
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xXxPwwQyy tt
N

t
tt

N

t

ΤΤ

=

Τ

=
+≤ ∑∑ . 

Для неэкспансивной системы выполняется оценка 1≤J . Вызывают интерес 
условия, при которых γ<J , в частности ,0 γ<J  для любого наперед заданного 
значения 0>γ . 

Лемма 3 . Пусть существует матрица 0>= ΤXX  такая, что  

 0
)()()()()()()()(

)()()()()()()()(
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x   (24) 

при любом 0S∈x . Тогда для системы (22) выполняется оценка γ≤0J . Если  
к тому же  

 0
20 XX γ<< , (25)  

то γ≤J . 

Доказательство. Для первой разности функции Ляпунова Xxxxv Τ=)(  в си-
лу системы (22) с учетом (24) и (25) получаем соотношения 
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Отсюда при ∞→N  имеем  

 )( 000
222 xXxwy PQ

Τ+γ≤ , γ≤ϕ ),( 0xw , 

что означает γ≤J . В частности, при 00 =x  выполняется оценка γ≤0J . 
Лемма доказана. 
Рассмотрим подкласс линейных систем вида (22) 

 ,1 ttt BwAxx +=+  ,ttt DwCxy +=  .Τ∈t  (26) 

Лемма 4. Для линейной системы (26), у которой ,1)( <ρ A  выполняется строгая 

оценка γ<0J , если и только если существует решение 0>= ΤXX  ЛМН  

 02 <
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Более того, γ<J , если и только если система ЛМН (25) и (27) совместна. 
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Утверждение достаточности леммы 4 вытекает из доказательства леммы 3. 
Утверждения необходимости устанавливаются путем представления характе-
ристик 0J  и J  аналогичными выражениями с единичными весовыми матрицами 
(см. доказательство леммы 2 в [13], а также в [15]). Важным следствием леммы 4 
являются методы вычисления критериев качества 0J  и J  линейной системы (26) 
на основе решения соответствующих оптимизационных задач: 

 }0,0:inf{0 ><Φγ= γ XJ , }0,0:inf{ 0
2 XXJ γ<<<Φγ= γ . (28) 

4. Динамический регулятор с возмущениями 

Рассмотрим системы управления (8) и (9) с динамическим регулятором 

 ttt VyZ +ξ=ξ +1 , tttt wKyUu ++ξ= , 00 =ξ , (29) 

где r
t R∈ξ  и m

tw R∈  — векторы соответственно состояния регулятора и входных 
сигналов (внешних возмущений), ,Z ,V U  и K  — матрицы, подлежащие определе-
нию. При условии DK Κ∈  замкнутая линейная система (9), (29) имеет вид 

 ttt wNxMx ˆˆˆ 1 +=+ , ttt wGxFy ˆˆ += , (30) 
где  
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 )(D0 KK = , UKDIU m
1

0 )( −−= ,  

 ,)( 1
0

−−= DKIVV l  UKDIVDZZ m
1

0 )( −−+= .  

Для системы (30) определим критерии качества 0J  и Ĵ  типа (23) с весо-

выми матрицами Q , P  и 0X̂ . Поскольку 00 =ξ , то значение Ĵ  зависит лишь 

от первого диагонального блока 0X  матрицы 0X̂ , т.е. JJ =ˆ .  
Нас интересуют законы управления, которые минимизируют данные крите-

рии качества и обеспечивают свойство неэкспансивности соответствующей 
замкнутой системы. Законы управления, обеспечивающие замкнутой системе 
наименьшее значение 0J ( J ), назовем 0J -оптимальными ( J -оптимальными). 
Алгоритмы поиска таких управлений можно реализовать на основе построения 
верхних оценок для 0J  и .J  

Теорема 2 . Для линейной системы (9) существует динамический регулятор (29), 
обеспечивающий критерий качества γ<J , если и только если для некоторых 

матриц 0>= ΤXX  и 0>= ΤYY  выполняется система соотношений (7), (25) и  
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где ],[ DCR = , ],[ ΤΤ= DBL . 
Доказательство. Согласно лемме 4 оценка γ<J  для системы (30) эквива-

лентна совместности соотношений 
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Соотношение (33) на основе леммы Шура представим в виде ЛМН отно-
сительно 0K̂ : 
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где 111  ˆ]00ˆˆ[ˆ ERDCR == , 212  ˆ]ˆˆ00[ˆ ELDBL == ΤΤ , 
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При этом ограничение (25) следует из (34).  

Учитывая выражения 12 ˆˆ −γ= XY , 
1

ˆ1ˆ RR WEW Τ= и 
1

ˆ2ˆ LL WEW Τ= , где 
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и применяя лемму 1 для ЛМН (35), а также лемму 2 для блочных матриц X̂  и Ŷ , 
получим критерий существования решения 0K̂  в виде соотношений (7), (25), 
(31) и (32), зависящих лишь от первых диагональных блоков X  и Y матриц (6). 

Теорема доказана. 
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Замечание 1. При использовании динамического регулятора (29) полного 
порядка nr =  ранговое ограничение в (7) выполняется автоматически и оценка 

γ<J  в теореме 2 описывается в виде системы ЛМН относительно X  и Y . 
Замечание 2. Можно показать, что критерием существования статического 

регулятора по выходу ttt wKyu += , гарантирующего оценку γ<J , является со-

вместность системы соотношений (25), (31), (32) и nIXY 2γ= . Данные соотно-

шения в случае статического регулятора по состоянию )0 ,( == DIC n  сводятся 
к системе ЛМН относительно Y : 
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5. Дискретные системы с управляемыми и наблюдаемыми выходами 

Рассмотрим систему управления 

 ,)()()( 211 ttttttt uxBwxBxxAx ++=+    

  ,)()()( 12111 ttttttt uxDwxDxxCz ++=  (36) 

 ,)()()( 22212 ttttttt uxDwxDxxCy ++=    

где n
tx R∈ , m

tu R∈ , s
tw R∈ , k

tz R∈  и l
ty R∈  — векторы соответственно 

состояния, управления, внешних возмущений, управляемого и наблюдаемого 
выходов, .Τ∈t  Предполагаем, что все матричные функции в (36) определены 
и непрерывны в некоторой окрестности 0S  состояния 0=tx . Для данной сис-
темы будем рассматривать критерии качества типа (23) относительно управляе-
мого выхода 
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 (37)  

Символом 0J  по-прежнему обозначаем значение J  в случае фиксированного 

начального вектора 00 =x . Нас интересуют законы управления, которые гаран-
тируют робастную устойчивость нулевого состояния замкнутой системы и ми-
нимизируют критерии качества 0J  и J  вида (37). 

Сформулируем аналог теоремы 2 для подкласса линейных систем вида (36) 
с управляемыми и наблюдаемыми выходами:  
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используя динамический регулятор (10) с начальным вектором 00 =ξ . При 
условии 

22DK Κ∈  замкнутая система (10), (38) приводится к виду 

 ttt wNxMx ˆˆˆˆ 1 +=+ , ttt wGxFz ˆˆˆ += , (39) 
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где  
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Здесь неизвестными являются блоки матрицы 0K̂ : 
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которые однозначно определяют искомые матрицы регулятора (10): 
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Перепишем соотношение (33) для системы (39) в виде ЛМН (35) относи-
тельно 0K̂  с матрицами 
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 (41) 

Вычисляя матрицы RW ˆ , LW ˆ  и применяя леммы 1, 2, 4 (см. доказательство тео-

ремы 2), получаем следующий результат. 
Теорема 3. Для линейной системы (38) существует динамический регулятор (10) 

с нулевым начальным вектором, обеспечивающий критерий качества γ<J , если 

и только если для некоторых матриц 0>= ΤXX  и 0>= ΤYY  выполняется 
система соотношений (7), (25) и  

 0     2
1111111111

111111 <
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

γ−++

++−
ΤΤΤΤ

ΤΤΤΤ
Τ

RR W
PQDDXBBQCDXAB

QDCXBAQCCXXAAW , (42) 
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QDPDYCCBPDYAC

DPBAYCBPBYAYA
W , (43) 

где ],[ 212 DCR = , ],[ 122
ΤΤ= DBL .  

Замечание 3. При использовании динамического регулятора (10) полного 
порядка nr =  ранговое ограничение в (7) выполняется автоматически и оценка 

γ<J  в теореме 3 описывается в виде системы ЛМН относительно X  и .Y  
Замечание 4. Можно показать, что критерием существования статического 

регулятора по выходу tt Kyu = , гарантирующего оценку γ<J , является совме-

стность системы соотношений (25), (42), (43) и nIXY 2γ= . Данные соотношения 
в случае статического регулятора по состоянию )0 ,0 ,( 22212 === DDIC n  
сводятся к системе ЛМН относительно Y , состоящей из неравенств (43) и 
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Замечание 5. Если 
22

ΚDK ∈ , то 0))(( det 22 ≠− xKDIm  при 0S∈x , где 0S  — 

некоторая окрестность точки 0=x  и нелинейная замкнутая система (10), (36) 
приводится к виду 

 ttttt wxNxxMx )(ˆˆ)(ˆˆ 1 +=+ , ttttt wxGxxFz )(ˆˆ)(ˆ += , (44) 

где все матричные коэффициенты непрерывно зависят от 0S∈tx . Лемма 3 
может использоваться при оценке критериев качества 0J  и J  данной системы. 
Если рассматривать входной сигнал tw  как структурированную неопределен-
ность в виде линейной обратной связи по управляемому выходу  

 tt zw   1 Θγ= − , QP ≤ΘΘΤ , Τ∈t , (45) 

где Θ  — неизвестная матрица из заданного эллипсоида, то динамический регу-
лятор (10) в теореме 3 обеспечивает робастную устойчивость нулевого состоя-
ния 0ˆ =tx  системы (44) с данной неопределенностью. Этот факт является след-
ствием теоремы 1 из [21] с учетом соотношения (33) и леммы Шура. 

Приведем алгоритм построения динамического регулятора, удовлетворяю-
щего утверждениям теоремы 3: 

1) вычисление матриц RW  и LW , где ],[ 212 DCR = , ],[ 122
ΤΤ= DBL ; 

2) определение матриц 0>= ΤXX  и ,0>= ΤYY  удовлетворяющих соот-
ношениям (7), (25), (42) и (43); 

3) построение разложения Холецкого ,12 SSXYZ Τ− =γ−=  где ZS kerker = , 

nrS ×∈R , и формирование блочной матрицы 
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+γγ

γ
=

Τ−−

Τ−

rISXSSX

XSX
X

21

1
ˆ ; 

4) решение ЛМН (35) с матрицами (41) относительно 0K̂  при ограничении 
0)(det 220 ≠+ DKIm ; 

5) вычисление матриц регулятора (10) по формулам (40). 
Применение данного алгоритма без ограничения (25) приводит к оценке γ<0J .  
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На основе леммы 1.5.3 [10] можно сформулировать аналоги теорем 2, 3 и 
соответствующие алгоритмы робастной стабилизации системы (38), в которых 
учитываются неопределенности матричных коэффициентов  

}...,,Co{},...,,Co{},...,,Co{},...,,Co{ 11
1
11111

1
111

1
11

1 δμβα ∈∈∈∈ DDDCCCBBBAAA . 

При этом количество матричных соотношений, описывающих оценки 
γ<0J  и γ<J , зависит от выбора наборов вершин данных политопов. 

6. Численный пример 

Продемонстрируем изложенный подход к взвешенной дискретной ∞H -опти-
мизации на примере управляемой двухмассовой механической системы. Данная 
система состоит из двух твердых тел с массами 1m  и 2m , соединенных пружиной 
с коэффициентом упругости k  и скользящих без трения вдоль неподвижного 
горизонтального стержня. Непрерывная модель возмущенных колебаний системы 
с управляемыми и наблюдаемыми выходами описывается уравнениями [17] 
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где 
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Управляющее воздействие u  на тело с массой 1m  применяется в целях ста-
билизации системы и минимизации влияния внешних и начальных возмущений. 
Компоненты 1w  и 2w  вектора возмущений w  воздействуют соответственно на 

первое и второе тело, а компоненту 3w  содержит измеряемый выход 

[ ] Τ+=  231 xwxy . Компонентами управляемого выхода z  являются управление u  
и смещение второго тела 2x .  

Дискретная модель возмущенных колебаний системы описывается в виде (38), 
где 

 cAeA  τ= , ∫
τ

=
0

1
 

1 dtBeB c
At c , ∫

τ
=

0
2

 
2 dtBeB c

At c , 

τ  — шаг дискретизации, а значения остальных матричных коэффициентов при-
ведены в (46). 

Данная система без управления неустойчивая. Полагая 

5,01 =m , 12 =m , 2=k , 1,0=τ , },,diag{ 321 pppP = , },diag{ 21 qqQ = , 40 4IX = , 
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где 221 == pp , 5,03 =p  и 1,021 == qq , с помощью приведенного алгоритма 
проводилась минимизация параметра γ , при котором выполняются условия (7), 
(25), (42) и (43) теоремы 3. В результате при 0,984=γ  приближенно получен 
J -оптимальный динамический регулятор (10) порядка 4=r  с матрицами  

 ]2,487260,55838[ −−=K  , ]0,034583,172272,161210,03419[−=U , 
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Z ,  

который обеспечивает неэкспансивность и ρ -устойчивость замкнутой системы (39) 
( 98609,0=ρ ), при этом 74219,00 =J  и 98389,0=J . 

На основе формул (28) изучена зависимость характеристик 0J  и J  замкнутой 
системы (39) от механических параметров 1m , 2m  и k , а также диагональных 
элементов весовой матрицы Q  (рис. 1–3). Значение J  характеризует уровень 
гашения колебаний в системе, завися-
щих от внешних возмущений и началь-
ного вектора. Данная характеристика 
увеличивается при увеличении массы 1m  
и уменьшении массы 2m  в рассматри-
ваемых пределах (см. рис. 1). На рис. 4 
показано поведение компонент фазо-
вого вектора tx  системы без управле-
ния, а на рис. 5 — поведение соответ-
ствующих компонент фазового векто-
ра замкнутой системы (39) при 
указанных значениях параметров и 
начального вектора .]2211[ T

0 −−=x  
При этом входной сигнал tw  выбран 

в виде (45) с матрицей QEP
1−

=Θ , 

где , ]0[ 122
Τ

×= IE  },5,0;2;2diag{=P  ,1,0 2IQ =  984,0=γ . В этом случае вы-

полняется равенство QP =ΘΘΤ .  
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Заключение 
В данной работе сформулированы критерии стабилизируемости по выходу 

линейных дискретных систем управления с помощью динамических регулято-
ров произвольного порядка. Для класса линейных дискретных систем с управ-
ляемыми и наблюдаемыми выходами разработаны методы построения дина-
мических регуляторов, обеспечивающих желаемую оценку взвешенного уровня 
подавления внешних и начальных возмущений. Данные методы при опреде-
ленных предположениях могут применяться к некоторым классам нелинейных 
дискретных систем управления.  

Численная реализация предложенных законов управления в виде статических 
регуляторов по состоянию или динамических регуляторов полного порядка по 
наблюдаемому выходу сводится к решению систем линейных алгебраических 
матричных неравенств. Для этого могут использоваться, например, эффективные 
вычислительные средства LMI Toolbox системы MATLAB. 
 

О.Г. Мазко, С.М. Кусій 

СТАБІЛІЗАЦІЯ ПО ВИХОДУ І ЗВАЖЕНЕ 
ПОГАШЕННЯ ЗБУРЕНЬ У ДИСКРЕТНИХ 
СИСТЕМАХ КЕРУВАННЯ 

Для деяких класів дискретних лінійних і нелінійних систем керування сформу-
льовано умови стабілізовності по виходу за допомогою динамічних регулято-
рів. Для дискретних систем з керованими і спостережуваними виходами запро-
поновано методи побудови статичних та динамічних регуляторів, які забезпе-
чують задану оцінку зваженого рівня гасіння зовнішніх та початкових збурень. 
Реалізація даних методів з використанням статичних регуляторів за станом або 
динамічних регуляторів повного порядку базується на розв’язанні систем лі-
нійних матричних нерівностей. Наведено приклад синтезу регулятора для 
двомасової механічної системи. 

A.G. Mazko, S.N. Kusii 

OUTPUT STABILIZATION AND WEIGHTED 
SUPPRESSION OF DISTURBANCES IN DISCRETE-
TIME CONTROL SYSTEMS 

Stabilizability conditions for some classes of discrete-time linear and nonlinear 
control systems are stated. Methods for constructing static and dynamic controllers 
that provide specified evaluation of the weighted damping level of external and initial 
perturbations are proposed for systems with controllable and observable outputs. The 
implementation of these methods with the use of a static state feedback or a full-order 
dynamic controllers is based on the solution of linear matrix inequalities systems. An 
example of control system for a two-mass mechanical system is given. 
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