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ЧИСЕЛЬНО-АНАЛІТИЧНІ  РОЗРАХУНКИ  ВЕРТИКАЛЬНОГО  ДРЕНАЖУ  
В  НЕОДНОРІДНІЙ  ВОДОНОСНІЙ  ТОВЩІ 

 
Запропоновано математичну модель водопритоку до недосконалої 

свердловини в неоднорідній водоносній товщі. Отримано асимптотичні  
розв’язки відносно знижень рівня підземних вод в окремих водоносних шарах 
для великих і малих часів водовідбору із центральної свердловини. Розглянуто 
застосування даної моделі для розрахунку основних геофільтраційних 
параметрів  на основі інтерпретації даних дослідно-фільтраційних робіт. 

Ключові слова: зниження рівнів підземних вод, чисельно-аналітична 
модель, інтегральні перетворення, асимптотичні розв’язки, еталонні криві,  
відкачка, водопровідність, водовіддача. 

 
Предложена математическая модель водопритока к несовершенной 

скважине в неоднородной водоносной толще. Получены асимптотические 
решения относительно понижений в отдельных водоносных слоях для 
больших и малых времен водоотбора из центральной скважины. 
Рассмотрено применение данной модели для расчета основных 
геофильтрационных параметров на основе интерпретации данных опытно-
фильтрационных работ. 

Ключевые слова: понижения уровней подземных вод, численно-
аналитическая модель, интегральные преобразования, асимптотические 
решения, эталонные кривые, откачка, водопроводимость, водоотдача. 

 
The mathematical model of the water flow to partially penetrating well in the 

heterogenous aquifers is proposed. The asimptotic solutions relatively drawdowns in 
every waterbearing layers for large and small times of  the pumping from central well 
are  obtained. The using of the given model for calculating of the main aquifer 
parameters  on the base of the interpretation of the pumping tests data is considered. 

Key words: ground water levels, drawdowns, numerically-analitical model, 
integral transformation, asimptotic solutions, typical curves, transmissivity, storage. 

 
Розрахунки свердловин вертикального дренажу в неоднорідній 

водоносній товщі представляють значний інтерес для гідрогеолого-
меліоративних досліджень. Різним аспектам цієї проблеми присвячені численні 
роботи. Досить грунтовно це питання висвітлено в роботах Бочевера Ф.М., 
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Веригіна М.М., Олійника О.Я., Тугая А.М., Шестакова В.М., Huntush M,S., 
Javandel I, Witherspoon P.A. та інш. [1-3, 5, 7, 8, 10, 11].  

В усіх  наведених вище джерелах для розв’язку даної задачі 
використовувались як аналітичні, так і чисельно-аналітичні та чисельні методи 
розрахунку [4]. 

В даній роботі запропоновано аналітичний розв’язок задачі 
нестаціонарної фільтрації до недосконалої свердловини, фільтр якої 
розташований в одному із шарів двошарової водоносної системи заданої 
потужності (рис.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис.1. Розрахункові схеми для двошарової водоносної системи: 
а – з недосконалою свердловиною у верхній частині системи; 

б – коли фільтр знаходиться лише у підошві нижньої частини водоносної 
системи 

 
На практиці більшість водозабірних свердловин та вертикального 

дренажу є недосконалими і тому подальша розробка методів розрахунку 
понижень при роботі таких водозабірних споруд є актуальною. При цьому 
припускається, що має місце перетікання на лінії поділу між двома шарами, а 
фільтри свердловин розташовані біля покрівлі, чи біля підошви водоносних 
шарів. Для таких схем пропонуються  асимптотичні розв’язки для малих та 
великих проміжків часу відносно понижень у двохшаровій водоносній товщі. На 
основі отриманих розв’язків розроблено методику визначення геофільтраційних 
параметрів усієї водоносної товщі по даним дослідних робіт. 

Розглянемо водоносну товщу, яка складається із двох шарів, які 
ізольовані зверху і знизу непроникними шарами, як це показано на рис.1,2. 
Кожен шар має свої фільтраційні параметри, потужність і необмежений в 
радіальному напрямку. На поверхні розділу двох шарів задається умова 
неперервності потоку і його градієнтів. Як показано на рис.1а, у верхньому шарі 

розташована недосконала свердловина з довжиною фільтра l  від покрівлі 

водоносного шару. Потрібно визначити величину пониження S(r,z,t) у будь-якій 
точці горизонту після початку роботи свердловини з постійним дебітом Q. 
Виходячи із симетричності розв’язку, на рис. 1в показано варіант розташування 
фільтру свердловини біля підошви нижнього шару. Початок координат задано 
по осі свердловини в точці розділу між обома шарами.  

а б 
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Рис.2. Розрахункові схеми для двошарової водоносної системи: 
а – з недосконалою свердловиною, фільтр якої знаходиться лише у верхній 
частині нижнього шару; б – коли фільтр знаходиться у нижній частині верхнього 
шару. 

 
При такій постановці задачі відповідна математична модель з 

початковими та граничними умовами може бути записана наступним 
чином[4,11]  
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Ми приймаємо також умову, що два шари характеризуються ізотропною 

водоносною товщею.  
З метою визначення змінної граничної умови уздовж осі свердловини, 

верхній шар водоносної системи ділиться довільним чином на два окремих 

шари з уявною поверхнею розділу на висоті lhz  1 . Тоді система буде 

складатись з трьох шарів, два з яких мають однакові фільтраційні 
характеристики. 

а б 
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Розв’язок задачі можна отримати шляхом послідовного використання 
перетворень Лапласа і Ханкеля відповідно по t  і r .  

Опускаючи проміжні викладки та вводячи наступні безрозмірні параметри 

,QShKS 114  ,rtat 2
1  ,hrr 1  ,hzz 1  ,hll 1  ,hhH 12  12 ааD  , 

,hKhKA 2112  1hx  , отримуємо вирази відносно понижень, відповідно, в 

першому, другому та в третьому шарах: 

    dxtDrx
H

exp
A

B
xf

x
xrxJ

l
S

n
**

n
*

*
*  

 

 








































0 1

22
2

2
1

1201

12
, (10) 

де 
             

       .xsinhxcoshHxtanhAH

lxsinhlxcoshHxtanhAH
x

zxcosh
xf **

*

1

21 11
1







          (11) 

Тут вирази відносно 1A  та 1B  залежать від природи коренів 1w  і 2w  
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Якщо 1w  і 2w  є дійсними коренями, то тоді n  і n  в (12) і (13), відповідно, 

змінюються на  ni  або  ni . 

Вирази відносно 2*S  та 3*S  в безрозмірній формі мають наступний вигляд 

  


0

02

2
*

*
* xrxJ

l
S   dxtDrx

H
exp

A

B
xf

n

n





































 





1

22
2

2
2

2 ;  (14) 

  


0

03

2
*

*
* xrxJ

l
S   dxtDrx

H
exp

A

B
xf

n

n





































 





1

22
2

2
3

3 ,  (15) 

де  

       

         ;

1

1

22





xsinhxHcoshxcoshxHsinhAH

xlsinhHzxcosh
x

xf **    (16) 

            

         .xsinhxHcoshxcoshxHsinhAH

xzcoshxHcoshxzsinhxHsinhAH
x

xlsinh
xf **

*

1

23




  (17) 

Якщо 1w  і 2w  чисто уявні корні, то 

  













 

H

z
coslsinB *

n*nn 12 ;    (18) 

      *nnn*nnn*n zcoscoszsinsinAlsinB 3 .  (19) 



 168

Із рівняння (10) можна отримати величину пониження  для випадку 
одношарового горизонту при роботі недосконалої свердловини, якщо покласти 
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Це рівняння повністю відповідає рівнянню Хантуша [9]. 

Розглянемо рівняння  відносно 1S  в зображеннях по Лапласу, яке 

отримано після використання оберненого перетворення Ханкеля :  
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Для того, щоб отримати розв’язок відносно 1S  для малих значень часу, 

необхідно розглянути досить великі значення параметра P , якому відповідають 
малі значення t . Для цього розглянемо другу частину інтегранду в (21). 

Враховуючи, що  xcoth  практично дорівнює одиниці при всіх значеннях 

аргумента 3x , праву частину (21) можна спростити до   
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оскільки   2

1

11 10 lhw . В результаті перетворень рівняння (21) набуває 

наступного виду  : 

     
    







 







 


drJ
hwsinh

lhwsinh

pw

hzwcosh

pwlk

Q
S

u

0
11

11
2
1

11
2
11

1
1

4
, (23) 

форма якого ідентична рівнянню для випадку недосконалої свердловини в 
одношаровому водоносному горизонті, яке можна отримати з (21), поклавши в 

ньому 02 K .  

Використовуючи визначення 1w , можна записати, що 
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Таким чином, для значень *t , менших за даний вираз, двошаровий 

водоносний горизонт буде вести себе як одношаровий, тобто вплив водовідбору 
ще не досяг поверхні розділу двох шарів.  
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Щоб отримати розв’язки для великих значень часу, необхідно розглянути 
випадок, коли параметр p приймає малі значення. Так як ,xxsinh   а 1xcosh , 

коли 010,x  , то рівняння (21)можна спростити для великих значень часу при 

умові, що  122151 KhKh,r  : 
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Після спрощення (25) буде мати наступний вигляд  
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Із таблиць перетворень Лапласа визначаємо, що 
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або     
 


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u

y
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e

hKhK
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S
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1 4

,  
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В безрозмірній формі (28) буде 
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Так як розглядаються великі проміжки часу, то (29) можна наближено 
записати як  
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Якщо побудувати на напівлогарифмічному графіку залежність 
безрозмірного зниження від безрозмірного часу, то вона буде мати вигляд 
прямої лінії при великих значеннях часу. Кут нахилу цієї лінії дорівнює  

11

32

TT

,
m


 .       (31) 

Коли   122151 KhKh,r  , то для 01 *S  значення *t  визначається як  

 
 12

1122

1252

1

TT,

hh
t* 


 ,     (32) 

Для великих значень часу та відстаней, більших за вказані вище, 
еквіпотенціалі у водоносному горизонті майже вертикальні. Це означає, що 
вплив водовідбору з недосконалих свердловин на більших чим r  відстанях 
практично відсутній, тобто, пониження близькі до нуля. 

Якщо ввести нову систему безрозмірних координат відносно понижень і 
часу  

 
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       (33) 
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 
 2211
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TTt
t* 


 ,      (34) 

то графіки залежності ** tS   для двохшарового водоносного горизонту при 

великих значеннях часу і  122151 KhKh,r   будуть співпадати з кривою 

Тейса.  
У випадку, коли розглядати фільтр свердловини, закладений в верхній 

частині нижнього шару, як показано на рис.2а, то система розв’язків відносно 

321 S,S,S  може бути отримана аналогічно описаній вище методиці. Враховуючи 

симетрію, ці розв’язки можна використати і для схеми, приведеної на рис.2б. 
Опускаючи проміжні викладки, запишемо аналітичні вирази відносно 

понижень в кожному шарі для схеми, приведеної на рис.2а. 
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де  
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 x̂coshĤx̂sinhAĤx̂sinhĤx̂cosh .   (40) 

Якщо 1w  і 2w  чисто уявні корені, то 

   Dnn
D

nn l̂sinsin
Ĥ
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Якщо або 1w , або 2w  дійсні, то тоді в рівняннях (41)-(44) n  або n  

повинні бути замінені, відповідно, на  ni  або  ni .  

Аналіз даної системи рівнянь відносно 21   S,S  і 3S  показує, що, якщо 

знехтувати коефіцієнтом фільтрації верхнього шару, то розв’язок відносно 2S  

зводиться до випадку одношарового горизонту при роботі невдосконаленої 
свердловини. Крім того, у протилежність попереднього випадку, коли фільтр 
закладений у верхній частині верхнього шару, у цьому випадку, оскільки існує 

прямий взаємозв’язок між двома шарами, розв’язок відносно 2S  для малих 

відрізків часу в цілому погано апроксимується розв’язком для одношарового 

випадку. Тільки тоді, коли відношення 21 KK  стає досить малою величиною, 

розв’язок для одношарової схеми можна використовувати для нижнього шару.  
На рис.3-5 приведені графіки залежності безрозмірного пониження від 

безрозмірного часу для вибраних геофільтраційних параметрів. Для порівняння 
приводяться також графіки для одношарового горизонту при роботі 
недосконалої свердловини. Як видно, для малих відрізків часу розв’язки для 
двошарової схеми співпадають з розв’язком для одношарової схеми фільтрації. 
При великих значеннях часу нахили кривих співпадають із значеннями, 
отриманими із розв’язків рівняння (31). З рисунків видно, що нахили кривих 

повинні сходитись до значень 32,m   при 02 T , що відповідає схемі 

одношарового пласта для великих відрізків часу.  
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Рис.3. Графіки безрозмірних знижень в часі для двошарової (   ) 

водоносної системи і одношарової (   ) системи 
 
 

 
Рис.4. Вплив величини водопровідності на величину  

зниження в двошаровій водоносній системі. 
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Рис.5. Вплив довжини фільтру на величину зниження в двошаровій системі. 

 
Для перевірки правильності рівняння (32) були побудовані графіки, 

приведені на рис.6. Графіки побудовані для наступних значень параметрів: 

;,KK;,lD 5050 12    ;,hh 5012    ;21    ;,zD 01  51013020 ,і,;,;,rD  .  

 
Рис.6. Графіки безрозмірних знижень в залежності від безрозмірного часу для 

заданих параметрів. 
 

Як було відмічено вище,  при   122151 KhKh,r   система веде себе як 

одношарова при великих значеннях часу з сумарною водопровідністю 

21 TTT .сум   і 21  .сум . Якщо підставити відповідні значення параметрів в 

(32), то отримаємо, що  
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Як видно з рис.6, пряма лінія 51,rD   пересікається з віссю абсцис в точці 

.,tD 530
0
  

Аналітичні розрахунки водопритоку до недосконалої свердловини у 
двошаровій водоносній системі дозволяють визначати основні геофільтраційні 
параметри водоносної товщі на основі даних відкачок.  

Відомо, що для багатошарової водоносної системи при малих відрізках 
часу по даним спостережень можна визначити параметри лише того шару, з 
якого ведеться відкачка [5,6,9]. При великих значеннях часу реакція системи 
відображає фільтраційні характеристики усієї водоносної товщі, що дозволяє 
визначати послідовно і параметри шару, з якого відкачка не ведеться.  

Для визначення параметрів двошарової водоносної товщі можна 
використати два підходи їх оцінки – метод точки перегину і метод еталонних 
кривих.  

Метод точки перегину запропоновано Хантушем для одношарової 
водоносної системи з  недосконалою свердловиною і його суть полягає у тому, 
що будується напівлогарифмічний графік пониження в спостережній 
свердловині в залежності від часу [9]. Якщо точка перегину чітко визначається, 
то значення тангенсу кута кривої в точці можна використати для визначення 

величини нахилу кривої .Sm* цикл . Хантуш показав, що  

 xerfxex22  .      (45) 

Коли фільтр знаходиться в верхній частині горизонту, або коли lr  , а 

глибина до фільтру менше, чим до свердловини, то rl . Якщо ж фільтр 

знаходиться біля підошви горизонту, то rl2 . Знаючи   з рівняння (45), 

можна визначити величину x , а потім значення    

 2 xui .      (46) 

Звідси обчислюємо коефіцієнт фільтрації 1K  із виразу     

  rl,xerfe
lm

Q,
K iu 


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4

32
1 , 

або    

  rl,xerfe
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Q,
K iu 2

8

32
1 


 



. 

Наступним кроком є визначення функції, запропонованої Хантушем, 
виду [9]: 

   
 


iu

y

i dyyerf
y

e
,uM .   (47) 

Дана функція протабульована Хантушем [9]. Далі визначаємо величину 

пониження **S  в точці перетину з формули    
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Q
S i**

1

,     (48) 

де  ,4  коли  rl   і  ,8   коли  .rl2  

З напівлогарифмічного графіку даних пониження визначаємо час **t , що 

відповідає величині пониження **S . Звідси визначаємо коефіцієнт водовіддачі із 

виразу    
2

11 4 rutK i** .     (49) 

Метод еталонних кривих представляє собою метод побудови кривих 
понижень в логарифмічних координатах і співставлення цих кривих із 
спеціальними еталонними кривими в координатах tS   для відповідних 

параметрів системи [1,6,9]. На основі цього методу у даному випадку можна 

визначати параметри 1K  і 1 .  

Слід зауважити, що застосування методів точки перегину та еталонних 
кривих базується на припущенні, що на початковий момент відкачки реакція 
двошарової системи на збурення контролюється в основному параметрами 
шару, з якого відбувається відкачка. Це відповідає загальному випадку, коли 
спостережна свердловина розташована на відстані від центральної, яка менше 
половини потужності водоносного шару, з якого ведеться відкачка. 

Для визначення параметрів шару, з якого не ведеться відкачка, 
напівлогарифмічний графік залежності пониження від часу необхідно 
побудувати у вигляді прямої лінії, яка відображає властивості усієї водоносної 
системи, якщо відкачка ведеться тривалий час. При цьому ухил цієї прямої 

використовується для визначення суми  2211 hKhK   із виразу    

 22112

32

hKhK

Q,
m


 .    (50) 

Так як 1K  і 1h  вже визначено, то легко обчислюємо 22hK , а знаючи 2h , 

визначаємо 2K .  

Для визначення водовіддачі суміжного шару необхідно мати спостережну 
свердловину, розташовану на такій відстані, щоби виконувалась нерівність 

  122151 KhKh,r  . Як видно з рис.6, екстраполяція частини графіка, 

представленого прямою лінією, до перетину з віссю абсцис, де величина 
пониження дорівнює нулю, може бути використана при визначенні часу для 

точки перетину, *t . Тоді, з рівняння (32) отримуємо залежність виду 

 
112

21
22

252
h

r

TTt,
h * 


 .   (51) 

Величину 1  можна визначити або по методу точки перетину, або 

методом еталонних кривих для малих відрізків часу при відомому значенні 1h . 

Таким чином, з  рівняння (50) можна визначити добуток  22h  і при відомому 

значенні 2h , отримуємо значення параметру 2 .  
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У випадку, коли є лише одна спостережна свердловина на відстані 

  122151 KhKh,r  , то величина пониження на початковий момент відкачки 

може виявитись недостатньою для визначення параметрів з  водоносного шару, 
з якого ведеться відкачка. У такому випадку можливо визначити сумарні 
параметри усієї водоносної системи. 

Проведені дослідження дозволяють зробити наступні висновки. 
Отримано аналітичний розв’язок задачі неусталеної фільтрації до 

недосконаленої свердловини, розташованої в двошаровій водоносній системі. 
Розв’язки отримано для різних схем розташування фільтру свердловини. 
Результати розрахунків співставлялись з даними розв’язків методичних задач. 
Показано, що розв’язок можна звести до схеми одношарового пласта з 
недосконалою свердловиною. Отримано також розв’язки для малих і великих 
значень часу з метою показати, що для малих відрізків часу реакція горизонту, з 
якого ведеться відкачка, аналогічна схемі одношарового пласта, а для великих 
значень часу напівлогарифмічний графік залежності пониження від часу 

переходить в пряму лінію, нахил якої є функцією відношення 21 TT .  

На основі отриманих розв’язків розроблена методика визначення 
геофільтраційних параметрів водоносної товщі по даним спостережень при 
відкачках.   
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