
366 Проблеми економіки № 1, 2015

Математичні методи та моделі в економіці

побуДова графової моДелі живучості нечіткої мережі аеропортів
 2015 олешко т. і., лещинСький о. л., горбАчоВА о. М. 

УДК 656.71:004.231(045)
Олешко Т. І., Лещинський О. Л., Горбачова О. М.

Побудова графової моделі живучості нечіткої мережі аеропортів
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Одним із завдань вивчення життєвого циклу може 
стати завдання знаходження ступеня живучості певної 
мережі аеропортів. На сьогодні питання живучості тран-
спортної мережі вивчено далеко не повністю. Загально-
прийнятих термінів «живучість транспортної мережі авіа-
перевезень», «живучість мережі аеропортів» не існує. Одне 
з перших визначень живучості транспортної мережі було 
дано в роботі [1]. У вказаних дослідженнях розглядалися 
мережі, представлені чіткими графами, а під живучістю 
розумілася чутливість мережі до пошкоджень. Але стосов-
но мережі аеропортів дане визначення є надто розмитим, 
оскільки поняття чутливість можна тлумачити, наприклад, 
як здатність системи приймати подразнення, збурення, 
тощо, що, у свою чергу, веде до змістовної незв’язності по-
нять, з яких складається визначення живучості. Розгляда-
ючи поняття економічності живучості стосовно системи 
аеропортів, автори на сьогодні зупиняються на такому ви-
значенні.

Економічною живучістю мережі аеропортів назива-
ється здатність її об’єктів і зв’язків між ними протидіяти 
впливам змінних і внутрішніх економічних, політичних, 
соціальних, економічних інцидентів, зберігати та віднов-
лювати (повністю або частково) об’єкти, які зазнали нега-
тивного впливу.

Економічна живучість мережі аеропортів є характе-
ристикою, яка, на думку авторів, дозволить оцінювати ри-
зик виникнення економічної нестабільності системи та за-
гроз банкрутства. Вказаний критерій, можливо, доповнить 
інструменти індикації і вимірювання економічної безпеки 
окремих аеропортів (об’єктів) досліджуваної мережі, нада-
ючи системі додаткові якісні характеристики. Очевидним 
є той факт, що живучість мережі суттєво зменшується при 
вилученні певного об’єкта з неї або розриву деякої її гіл-
ки зв’язку. Якщо мережу аеропортів представити у вигляді 
чіткого графу, то вилучення деякого об’єкта (вершини) та 
(або) одного чи декількох ребер може призвести до руйну-
вання (порушення) зв’язків між іншими об’єктами мережі, 
що, у свою чергу, потягне за собою зменшення живучості 
всієї мережі. [5; 6].

Традиційно при представленні транспортної мережі 
у вигляді чіткого графа мережу вважають зруйнованою, 
якщо при вилученні одного чи декількох ребер отриманий 
граф мережі задовольняє одну з наступних умов [7]:

1) граф містить принаймні дві компоненти зв’яз-
ності;

2) число вершин в деякій (найбільшій чи найменшій) 
компоненті зв’язності графа менше деякого напе-
ред заданого числа;

3) довжина найкоротшого шляху між двома задани-
ми вершинами більша деякої заданої величини.

При розв’язанні задач, пов’язаних з поняттям живу-
чості, наявність певних факторів може змушувати задава-
ти параметри мережі якісними або суб’єктивними оцінка-
ми. Зокрема, оцінювати живучість мережі можна ступенем 
живучості. При цьому під ступенем живучості можна ро-
зуміти і ймовірність економічної стабільності деякого сег-
мента мережі і суб’єктивні оцінки надійності, захищеності, 
важливості. В цьому випадку  адекватною моделлю мережі 
можуть стати нечіткі графи [2; 3].

Нечіткі орієнтовані графи І-го роду використовують-
ся, зокрема, у задачах оптимального розміщення центрів 
обслуговування, в нечітких транспортних мережах, у зада-
чах пошуку максимального потоку з метою перерозподілу 
потоків [8]:

На сьогодні існують декілька визначень нечітких гра-
фів.

Визначення 1. Нечітким орієнтованим графом І-го 
роду називається пара множин X= {xi} i ∈ I ={1, 2, …, n} –  
чітка множина вершин та 

( , )
( , )

i k

i k
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U
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– нечітка множина орієнтованих 

ребер, де xi, xk ∈ X,

Uµ


: X2 → [0:1] – значення функції належності Uµ


 
для ребра (xi, xk).

Позначають нечіткий граф І-го роду ( , )G X U  . 
Якщо мережу аеропортів представляти нечітким 

графом І-го роду, то об’єкти мережі, що представлені вер-
шинами графу, вважаються незмінними, тобто не можуть 
впливати на характеристики мережі з точки зору її живу-
чості.

Визначення 2. Нечітким орієнтованим графом ІІ-
го роду називається пара нечітких множин: X – нечітка 
множина вершин в деякій універсальній множині X, тобто 

( )X X
X

x
µ 

=  
 

 , x ∈ X, X n=  з функцією належності 

Xµ : X → [0,1], 

U  – нечітка множина орієнтованих ребер, тоб-

то ( , )

( , )
i kU

i k

x x
U

x x

µ  =  
  



 , xi, xk ∈ X з функцією належності  

Uµ


: X2 → [0,1].
Вивчаючи питання живучості мережі аеропортів і до-

ступні публікації з питань живучості нечіткої транспортної 
мережі, автори прийшли до висновку, що в даних дослі-
дженнях будь-яка економічна інформація може виявитися 
неповною і неточною. Це, зокрема, пояснюється впливом 
багатьох можливих факторів, які неможливо передбачити 
наперед, використанням не всієї доступної, а тільки ко-
рисної інформації, складність обробки якої не перевищує 
ефекту від її використання. Тому, для врахування природної 
невизначеності, необхідно удосконалення теорії нечітких 
транспортних мереж. Для дослідження мережі аеропортів 
введено поняття нечіткого орієнтованого графа *G .

Визначення 3. Нечітким орієнтованим графом *G  бу-
демо називати пару множин X  – нечітку множину вершин 

в деякій універсальній множині Х, тобто 
( )X X

X
x

µ 
=  

 
 ,  

x ∈ X, X n=  з функцією належності µх : Х→[0;1], і U = 
= {xi, xk}– чітка множина орієнтованих ребер, де {xi, xk} ∈ X.

Розглянемо теоретичні аспекти живучості нечіткого 
графу.

Визначення 4. Шляхом (або маршрутом) ( , )i jl x x  
нечіткого графа називається направлена послідовність 
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нечітких дуг, яка веде з вершини xi у вершину xj, в якій 
кінцева вершина будь-якої дуги, відмінна від останньої, є 
початковою вершиною наступної дуги. 

Під міцністю шляху будемо розуміти властивість 
шляху не руйнуватись під дією різних факторів, які 
характеризуються функцією належності.

Визначення 5. Кон’юнктивною міцністю шляху для 
нечіткого графа І-го роду [3] називають значення 

υµ µ= Λ


,
( , ) ( , ).

k t
i j k tl x x

x x x x

Кон’юнктивна міцність шляху нечіткого графу І-го 
роду визначається найменшим значенням функції належ-
ності дуг, що входять у досліджуваний шлях.

Визначення 6. Кон’юнктивною міцністю нечіткого 
графа ІІ-го роду [4] називають величину

Тут у силу специфіки використання останньої вели-
чини вважають, що значення функції належності першої 
і  останньої вершини в кон’юнктивній міцності досліджу-
ваного шляху не враховуються. Тобто кон’юнктивна міц-
ність шляху визначається найменшим значенням функції 
належності нечітких дуг і вершин, що входять до нього, за 
виключенням початкової і кінцевої вершини.

Визначення 7. Кон’юнктивною міцністю шляху нечіт-

кого орієнтованого графу *G  будемо називати значення

Іншими словами, кон’юнктивна міцність шляху не-
чіткого графа *G  визначається найменшим значенням 
функції належності вершин, що входять до нього, за ви-
ключенням початкової і кінцевої вершин. 

Визначення 8. Шляхом ( , )i jl x x

   нечіткого графа *G  
будемо називати направлену послідовність чітких дуг, що 
ведуть від нечіткої вершини ix  до нечіткої вершину jx , 
в  якій кінцева вершина будь-якої дуги, відмінної від остан-
ньої, є початковою вершиною наступної дуги. 

Розглянемо нечіткий шлях *l  з вершини ix  до вер-
шини jx , представлений об’єднанням його частин:

*
1

( , ) ( , ),
k

i j t jt
l x x l x x== 

   



де       , 1,itx i k= – нечіткі вершини, що входять до нечіткого 

шляху *( , )i jl x x

  .

Нехай *
1( , ), 0,it ittl x x t kµ + =



, хi0 = хi , xik+1 = xj – 
кон’юнктивна міцність шляху між парами вершин. Тоді ма-
ють місце такі властивості: 

* * * *1 1 2( , ) min{ ( , ) ( , ),..., ( , )}i j i i i i ik jl l l lx x x x x x x xµ µ µ µ≤
   

       

Знак «=» виконується у випадку, якщо

 * * *1 2 1 1 2min{ ( ) ( ),..., ( )} min{ ( , ), ( , ),..., ( , )}.x i x i x ik i i i i ik jl l lx x x x x x x x xµ µ µ µ µ µ≥
  

        

* * *1 2 1 1 2min{ ( ) ( ),..., ( )} min{ ( , ), ( , ),..., ( , )}.x i x i x ik i i i i ik jl l lx x x x x x x x xµ µ µ µ µ µ≥
  

        

Це означає, що якщо серед початкових або кінце-
вих вершин частин шляху знайдеться така вершина, що 
її значення µx буде менше їх кон’юнктивних міцностей, то 
кон’юнктивна міцність всього шляху *( , )i jl x x

   буде мен-
шою будь-якої кон’юнктивної міцності включених до нього 
частин. У протилежному випадку вона рівна найменшому 
з них.

Визначення 9. Нехай ( , )i jL x x

  – сім’я нечітких шляхів 
з вершини ix  до вершини jx  Ступенем досяжності вер-
шин jx  з вершини ix  вважатимемо величину 

τ µ
∈

=


 *
* *

( , ) max{ ( , )}.i j i jll L
x x x x

Вводячи поняття ступеня живучості нечіткого графа 
*G , автори прийшли до висновку, що на сьогодні це по-

няття співпадає з поняттям живучості нечіткого графа ІІ-го 
роду, тобто це найменше з кон’юнктивних міцностей всіх 
пар вершин графа.

Визначення 10. Ступенем живучості нечіткого графа 
*G  будемо називати величину *( ) [0;1]V G ∈ , що визнача-

ється виразом 
*( ) ( , ).

i j
i j

x x x x
V G x xτ

∈ ∈
= Λ Λ
   



 

Наслідок 1. Між довільними двома нечіткими верши-
нами графа  *G  не існує шляху з кон’юнктивною міцністю 
меншою значення *( )V G .

Якщо позначити через =



'* ' '( , )G x U  деякий підграф 
нечіткого графа  *G ⋅ ≤  

'( , ) ( )x U x x , то його ступінь живу-
чості буде дорівнювати 

τ µ
∈ ∈ ∈ ∈′ ′ ′ ′ ∈

 
= = =  
Λ Λ Λ Λ
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( )( )µ µ
∈ ∈′ ′ ∈

≠

 
 = (Λ (Λ = 
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Визначення 11. Внутрішнім ступенем живучості не-
чіткого під графа '*G  будемо називати величину

( )( )µ µ
∈ ∈′ ′ ∈ ∈

≠
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= (Λ (Λ 
 
 
 

Λ Λ Λ
 

 


 





* * *

'
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, ( , )
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,

( ) ( ) ( )
i j k t i j

k t i j

k t

ins x k x t
x x x x l L x x l x x

x x x x
x x x

V G x xV

Визначення 12. Зовнішнім ступенем живучості нечіт-
кого під графа '*G  будемо називати величину

( )( )µ µ
∈ ∈′ ′ ∈ ∈

≠
∃ ∈

 
 
 

= (Λ (Λ 
 
 
 

Λ Λ Λ
 

 


 

 



* * *

'

'*

, ( , )
, ,

, \

( ) ( ) ( )
i j k t i j

k t i j

k t

ext x k x t
x x x x l L x x l x x

x x x x
x x x x

V G x xV

Отже, ступінь живучості нечіткого під графа '*G  
можна представити у вигляді

'* '* '*( ) ( ) ( ).ins extV G V G VV G=  

Внутрішній ступінь живучості '*( )insV G нечіткого 
підграфа визначається шляхами, що проходять через не-
чіткі вершини з множини 'x , а зовнішній ступінь живу-
чості '*( )extV G  визначається шляхами, що проходять через 
нечіткі вершини, коли одна з них не належить підмножині 
нечітких вершин 'x .

Як приклад розглянемо граф *G

0,5

0,3

0,3

0,8
 1x

 2x

 3x

 4x

і його підграф '* ' '
1 2 4( , ), ' { , , }G x U x x x x= =

      

0,5

0,3

0,3

 1x

 2x

 4x

'*( ) 0,3;insV G =

'*( ) 0,3;extV G =

'*( ) 0,3.V G =

Розглянемо сурграф ''* ''* ''( , )G x U

  нечіткого орієнто-

ваного графа * '' ''( , )( ; ).G x U x x U U= ≤

    

1. Вивчаючи питання живучості нечіткого *G -орі-

єнтованого графа сурграфами ''*G , можна виокремити два 
випадки:

Руйнування частини шляхів (ребер) між вершинами 
може привести до порушення сильної зв’язності графа, 
і  живучість сурграфа буде дорівнювати 0.

0,5

0,3

0,3

0,8
 1x

 2x

1u

2u 4u

3u

 3x

 4x

''*( ) 0.V G =

2. Руйнування частини шляхів (ребер) зберігає силь-
ну зв’язність всієї мережі. Це означає, що аналогічно, як  

і в графі *G , який є сильно зв’язним між будь-якими двома 
вершинами, існує шлях з кон’юнктивною міцністю не мен-
ше *( )V G , вилучення одного або декількох ребер не змен-
шує ступінь живучості отриманого сурграфу. 

0,5

0,3

0,3

0,8
 1x

 2x

1u

2u

5u

6u

3u  3x

 4x

''*( ) 0,3.V G =

Властивість 1. Якщо руйнування шляхів (ребер) 
між вершинами нечіткого графа *G  зберігає його сильну 
зв’язність, то має місце нерівність ''* *( ) ( ).V G V G≥ 

Проаналізуємо метод знаходження ступеня живу-
чості нечіткого графа *G .

Розглянемо систему нечітких многозначних відо-
бражень 1 2, ,..., nF F F    та систему обернених відображень 

1 2, ,..., nF F F− − −
   :
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1
( , )

( ) ,i jF
i j i

j

x x
F x x X

x

µ  = ∀ ∈ 
  



 



де 
 

визначає кон’юнктивну міцність з вершини xi у вершину xj 
довжиною 1.

2 2 21 2
2 1

1 1 1

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ( )) , ,..., ,i i i nF F F

i i
x x x x x x

F x F F x
x x x

µ µ µ  = =  
  

  

     

  



  

де

µ µ µ µ
∈ ∈

    
Λ         



      

22
( , ) ( , )( ( )) ( , )

k k
i j U i k x k U k jF x X x X

x x x x x x xVV V
визначає кон’юнктивну міцність шляху з вершини xi в xj  до-
вжиною 2.

µ  = = ∀ ∈ 〉 
  



 

   

 



3
3 2

1

( , )
( ) ( ( )) , ,

i jF
i i i

x x
F x F F x x X

x

де 

µ µ µ µ µ
∈ ∈

 
= Λ Λ  

 

      

3 2
( , ) ( , )( ( ))( ) ( , )

k k
i j i k x k x k U k jF Fx X x X

x x x x x x x xV V
визначає найбільшу кон’юнктивну міцність шляху з верши-
ни xi в вершину xj  довжиною 3.

µ
−

  = = ∀ ∈ 〉 
  



 

   

 



1
( , )

( ) ( ( )) , ,n i jF
n i n i i

i

x x
F x F F x x X

x

де

µ µ µ µ µ
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1
( , ) ( , )( ( ))( ) ( , )

n n
k k

i j i k x k x k U k jF Fx X x X
x x x x x x x xV V

визначає найбільшу кон’юнктивну міцність шляху з верши-
ни xi до вершини xj довжиною n.

µ
−

  = ∀ ∈ 〉 
  

 

 

 1
( , )

( ) ,F i j
i j i

j

x x
F x x X

x

де 

визначає кон’юнктивну міцність довжини 1 з вершини xj   
в вершину xi

µ
−− − −= = 〈 〉∀ ∈


  

   ( 1)( ) ( ( )) { ( , )/ },
nn i n i i j j jFF x F F x x x x x X

де величина 

µ µ µ µ
− ∈

 
= Λ  

 

     ( , ) ( , ) ( ( ))( ( , )
n n

k
i j i k k U k iF Fx X

x x x x x x xV
визначає найбільшу кон’юнктивну міцність шляху вершини xj   
 до вершини xi довжиною n.

Отже,  ( )n iF x  і − ( )n iF x  є відповідно нечіткими під-
множинами множини Х-вершин, в які можна попасти 
з вершини  ix , використовуючи шляхи довжиною n, а та-

кож тих нечітких вершин, з яких можна потрапити в  ix , 
використовуючи шляхи довжиною n.

Визначення 13. Нечіткими транзитивними замикан-
нями  будемо називати нечітке многозначне 
відображення 

−
== 



1
0

ˆ( ) ( )
n

i j ij
F x F x

,

де 
  =  
  



0
1

( ) ,i
i

F x
x    

−
−== ⋅ = 



1
0

ˆ( ) ( ) 0.
n

i j ij
F x F x j

Нечітке транзитивне замикання ̂( )iF x – це нечітка 
підмножина вершин Х, які можна досягти з вершини  xi  по 
деякому шляху з відповідною кон’юнктивною міцністю.

Зауваження. Очевидним є той факт, що формаль-
но поняття транзитивного замикання ̂( )iF x  і оберненого 
транзитивного замикання −̂ ( )iF x  для нечіткого графа  *G  
співпадають з цими ж самими поняттями для нечітких гра-
фів І-го роду [3] та ІІ-го роду [4].

Визначення 14. Нехай

 

τ τ−
  = ∩ = = ∈ 
  

  

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) , 1, , [0;1]k
i i i k

k
H x F x F x k n

x
.

 
Ступенем живучості графа  *G  будемо називати величину  

τ τ τ=

*
1 1( ) min{ , ,..., }nV G  у випадку співпадання носія не-

чіткої множини  ( )iH x  з множиною вершин Х графа  *G  
(тобто, коли  *G сильно зв’язаний) або 0 в протилежному 
випадку =

*( ) 0.V G

Зауваження. Визначення ступеня живучості нечітко-
го графа  *G  співпадає з аналогічним визначенням для не-
чіткого графа ІІ-го роду [4].

Звичайною сприймається задача підвищення сту-
пеня живучості графа  *G  з найменшими витратами. Тут 
під витратами розуміють вкладання коштів на збільшення 
функції належності вершин графа за рахунок додавання но-
вих ребер, внутрішніх властивостей вершин тощо. Вказана 
задача є наступним кроком досліджень авторів в даному 
напрямку. Окремим завданням є також побудова множин 

нечітких вершин µ =   
( )

.x x
X

x
 На емпіричному рівні 

це завдання зводиться до задачі нечіткого впорядкування 
або ранжування елементів x ∈ X відповідно до скінченної 
множині критеріїв. При більш глибоких дослідженнях це 
завдання є достатньо складним і передбачає окреме ви-
вчення.
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