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Побудовано математичну модель розподілу електростатичного потенціалу в поверхнево-бар'єрній структурі виду 
Шотткі з вбудованим шаром квантових точок (КТ). Встановлено, що результуюче електричне поле в бар’єрній структурі 
виду Шотткі з вбудованим шаром КТ визначається суперпозицією двох полів: електричного поля EBS

v
, створеного на 

межі контакту метал – n-напівпровідник з вбудованим шаром КТ та електричного поля EQD
v

, зумовленого на межі 

поділу КТ − напівпровідникова матриця з КТ. Показано, що потенціал вздовж напрямку розміщення КТ має 
осциляційний характер. Період осциляції визначається кроком розміщення КТ. У напрямку, перпендикулярному до межі 
контакту метал – легований n-типу напівпровідник з КТ, потенціал має спадний експоненційний характер.  
Ключові слова: математична модель, рівняння Пуассона. 
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Вступ 

Інтенсивний розвиток нанотехнологій в останні 
роки привів до необхідності побудови математичних 
моделей, які б описували фізико-механічні та 
електричні властивості нанооб’єктів (2D, 1D, 0D - 
наногетеросистем).  

У даній роботі топологія розв’язку двовимірного 
рівняння Пуассона буде застосована для опису 
розподілу електростатичного поля в 
наногетеросистемі з квантовими точками (КТ), 
зокрема, в дiоді Шотткi з вбудованим шаром 
квантових точок [1-6]. Результати даної роботи 
можуть бути використані при побудові 
наноелектронних приладів на основі масивів КТ 
(InAs/GaAs, CdTe/ZnTe(ZnNe)) для прогнозованого 
керування їхніми електричними та оптичними 
характеристиками.  

Для розв’язку такого виду задач широке 
застосування отримали скінченно-різницеві [7-9], 
варіаційні методи [10], метод інтегральних рівнянь 
[11] та функціонально-дискретні (FD) методи [12]. У 
роботах [1, 2] було дослiджено для одновимiрного 
випадку, без врахування деформацiйних ефектiв, 
розподiл електростатичного потенцiалу ( )xϕ  в 
областi просторового заряду в околi межi контакту 
метал – напiвпровiдник GaAs з шаром квантових 
точок InAs [2], вольт-фараднi характеристики [2] та 
розподiл потенцiалу i процеси транспорту в 
кремнiєвих дiодах Шотткi, якi мiстять масив 

нанокластерiв германію [1]. 
Дана робота присвячена побудові математичної 

моделі та чисельному знаходженню на основі методу 
послідовних надрелаксацій [9] топологiї розподiлу 
двовимiрного електростатичного потенцiалу ( )yx,ϕ  
з врахуванням деформацiйних полiв, що виникають 
на межi КТ – матриця (~7% – InAs/GaAs; ~4% 
CdTe/ZnTe) в площинi шару квантових точок, які 
вбудованi в область просторового заряду бар’єрної 
структури метал − легований n-напiвпровiдник . 

I. Модель 

Геометрична модель структури метал − 
легований донорною домішкою напівпровідник 
GaAs(ZnTe) з вбудованим шаром КТ (InAs, CdTe), 
який розміщений на відстані x Ld=  від поверхні 
металу, представлена на рис. 1. У шарі (напрямок 
OY, рис. 1) квантові точки розміщені періодично на 
відстані h  одна від одної. Початок координати x  
відраховується від межі контакту метал − 
напівпровідник у напрямку напівпровідника. 

Однією з основних характеристик діода Шотткі є 
висота потенціального бар’єру BSϕ  на межі метал – 
напівпровідник. Висоту потенціального бар’єру 
можна змінювати способом введення в 
напівпровідникову матрицю (n - GaAs) шару КТ 
InAs. Границю збідненого шару (V = 0) можна 
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оцінювати із співвідношення 

W(V 0) (2 / eN )( kT / e)0 BSd= ≈ εε φ − [1]. 

Топологія розподілу потенціалу ( )yx,ϕ  в 
бар’єрній структурі метал – n-напівпровідник, який 

містить шар квантових точок, пропонується 
описувати на основі розв’язку такого двовимірного 
рівняння Пуассона: 
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де ( )i
dε – відносна діелектрична проникність i-того 

матеріалу наногетеросистеми; 0ε  – діелектрична 
стала; e  – заряд електрона; QDN  – поверхнева 
густина квантових точок; dN  – концентрація донорів; 

dL  – відстань від металу до шару КТ; h  – відстань 
між квантовими точками в напрямку OY; BSϕ − 
висота потенціального бар’єру на межі метал -
напівпровідник. 

У правій частині рівняння (1) перший доданок 
описує густину заряду іонізованої домішки, другий 
доданок – густину заряду, зумовлену захопленням 
електронів у стани квантових точок, які виникають за 
рахунок просторового квантування та виникненням 
дискретного спектру у квантовій точці. Ці стани 
локалізовані в просторі, тому густину заряду в 
квантових точках можна змоделювати за допомогою 
суми добутку двох узагальнених функцій. 

За правилом сумування за Пуассоном ряд з 

узагальнених функцій (y nh)
n

∞
δ −∑

=−∞
 можна звести 

до вигляду: 
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Підставивши співвідношення (3) у рівняння (1) та здійснивши перехід до безрозмірних величин отримуємо 
двовимірне рівняння Пуассона: 
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з такими крайовими умовами: 
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Рис. 1. Геометричне представлення діоду Шотткі 
− структури метал − напівпровідник з вбудованим 
шаром квантових точок. 
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де  
LLx y y 20x 0x , y , L ,L , , (L )x y 0 eN dL L L L eN d0d d d d d

εε εεφ= = = = φ= φ =
φ

%% %% % .  

 

 
Розв’язування крайової задачі (4)−(5) 

здійснюється на основі методу послідовних 
надрелаксацій [9]. Для апроксимації двовимірного 
рівняння Пуассона прямокутна область 
( 0 x L , 0 y Lx y≤ ≤ ≤ ≤% %% % ) розбивається рівномірною 

сіткою, на вузлах якої використовується п'ятиточкова 
різницева схема .  

Для знаходження розподілу потенціалу у 
внутрішніх вузлах сітки використовується наступна 
ітераційна різницева схема: 
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а крайові умови представлялись таким чином: 
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У методі послідовних надрелаксацій коефіцієнт 
p  може приймати значення 1 p 2≤ < . Оптимальне 
значення параметра p  обчислюється за допомогою 
формули (див.[9]):  

4
p

2
2 4 cos cos

n 1 m 1

=

π π
+ − +

− −

    
        

 (8) 

Умовою зупинки ітераційної розрахункової 
схеми (6)−(7) є виконання такої нерівності: 

 | r || ,| ≤ ε  (9) 

де 
( )k

|| r || max r ,i, ji, j
=  .0>ε  

II. Аналіз одержаних результатів 

Алгоритм (6)−(9) розв'язування рівняння 
Пуассона (4) з крайовими умовами Діріхле (5) був 
реалізований в системі комп’ютерної математики 
(СКМ) Matlab.  

На рисунках 2а, 3а приведені чисельні 

розрахунки розподілу електростатичного потенціалу 
( )yx,ϕ  в площині XY шару квантових точок (InAs), 

вбудованих у область просторового заряду в 
напівпровіднику n-типу (GaAs) на відстанях 
0 x W≤ ≤  від межі контакту метал − легований n–

типу напівпровідник. Квантові точки розміром 0R  
технологічно вбудовані в шар напівпровідника на 
відстані x Ld=  від металу. Як видно (рис. 2,а, 3,а) 
потенціал ( )yϕ  (рис. 2,с, 

0 0 0 0 0
x 5 0 A , 1 00 A , 1 5 0 A , 2 00 A , 25 0 A ,=

 
 
 

) вздовж 

напрямку розміщення КТ в напрямку OY має 
осциляційний характер з періодом h , причому, 
період осциляції визначається кроком розміщення 
КТ, а в напрямку OX, перпендикулярному до межі 
контакту метал − легований n-типу напівпровідник, 
потенціал ( )xϕ  (рис. 2,d, 

0 0 0 0 0
y 50 A,100 A,150 A, 200 A, 250 A,=

 
 
 

) має 

немонотонний характер.  
Результати дослідження розподілу електронної 

густини в околі межі поділу КТ (InAs) – 
напівпровідникова матриця (GaAs) показали [6], що 
розподіл поверхневої густини заряду )(yσ , вздовж 
періодично розміщених квантових точок, можна 
представити у вигляді періодичної кусково-постійної 
функції. В межах цього наближення потенціал ( )xϕ  в 
напрямку, перпендикулярному до межі контакту 
метал − легований n-типу напівпровідник (OX) 
описується експоненційною залежністю  
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а)                                                                             b) 

 
c) 

 
d) 

Рис. 2. Топологія розподілу електростатичного потенціалу в бар’єрній структурі Шотткі з вбудованим 
шаром квантових точок у область просторового заряду (a), еквіпотенціальних ліній в околі квантових 

точок (b), координатна залежність розподілу електростатичного потенціалу вздовж напрямку 
розміщення КТ в напрямку OY (c) та в напрямку, перпендикулярному до межі контакту метал-

легований n-типу в напрямку осі OX (d) 

BBS 6.0=ϕ ; 
o
ALd 40= ; 

o
Ah 100=  ; 

o
AR 300 = ; 31810 −= смN d . 
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( )exp x−α  [13]. 
На рис. 2b,3b приведені числові розрахунки 

еквіпотенціальних ліній в околі квантових точок при 
різних значеннях параметрів BSϕ , dL , h , R0 , Nd , які 
реалізуються у експерименті [1, 14] (значення цих 
параметрів приведені у підписах до рисунків). Аналіз 
розрахунків еквіпотенціальних ліній в бар’єрній 
структурі Шотткі з вбудованим шаром КТ показує 
(рис.2b, 3b), що крім електричного поля BSE

v
, 

створеного на межі контакту метал − n- 
напівпровідник існує ще електричне поле 

QDE
v  

утворене на межі розділу КТ − напівпровідникова 
матриця [6]. Результуюче електричне поле в 
бар’єрній структурі Шотткі з вбудованим шаром КТ 
визначається суперпозицією цих двох полів 
E E ER BS QD= +
r r v

. Топологія розподілу 

еквіпотенціальних ліній (рис. 2,b, 3,b) показує, що 
x  - складова напруженості результуючого 
електричного поля  в області просторового заряду 
між металом і шаром КТ визначається різницею 

складових електричних полів, створених на межі 
контакту метал − напівпровідник та на межі контакту 
КТ − матриця x x xE E ER BS QD= + . У напрямку, 

паралельному до межі розділу метал – n- 
напівпровідник, y  − складова напруженості 

результуючого електричного поля y
RE  має 

періодичний характер і в площинах 
h

y (2n 1)n 2
= +  

(n=0,1,2…) – 0=y
RE . Зокрема, при значеннях 

параметрів BBS 6.0=ϕ , 
0

40 ALd = ; 
0

100 Ah = ; 
0

0 30 AR = ; 18N 10d = см-3 ; x − компонента 

результуючого електричного поля ( x
RE ) поблизу 

межі метал – n- напівпровідник становить 
5,5∙105 В/см, а поблизу площини КТ – 4∙105 В/см. 

З приведених дослiджень розподiлу 
електростатичного потенцiалу в бар’єрнiй структурi 
Шотткi з вбудованим шаром квантових точок 
випливає, що наявнiсть перiодично розмiщених 

 
a) 

 
b) 

Рис. 3. Топологія розподілу електростатичного потенціалу в бар’єрній структурі Шотткі з 
вбудованим шаром квантових точок у область просторового заряду (a), еквіпотенціальних ліній в околі 

квантових точок (b) BBS 1=ϕ  ;
o
ALd 40= ;  

o
Ah 100= ; 

o
AR 300 = ; 31810 −= смN d . 
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квантових точок в областi просторового заряду 
приводить до виникнення в напiвпровiднику, 
паралельно межi контакту метал − напiвпровiдник, 
перiодичних n-n+ або p-n переходiв. Крiм цього, як 
показують результати експерементальних дослiджень 
вольт-ампернi характеристики дiодiв Шотткi з 
вбудованим шаром квантових точок мають S-
подiбний характер [15] при умовi, що шар квантових 
точок знаходиться на вiдстанях вiд межi контакту 
метал − напiвпровiдник порядку (10-30)а0 де 0a  − 
перiод гратки напiвпровiдника. 

Завдяки наявностi квантових точок в бар’єрній 
структурi Шотткi можна пiдвищити коефiцiент 
корисної дії (ККД) елементiв сонячних батарей, 
побудованих на основi поверхневих бар’єрних 
структур з вбудованим шаром КТ [16]. 

Також були проведені чисельні дослідження 
швидкості збіжності ітераційної розрахункової схеми 
(6)−(9) при різних значеннях параметра p  (кількість 

ітерацій при різних значення p , при якому точність 
чисельного розв’язку не перевищує 0.0001, приведені 
в таблиці 1) .  

Висновки 

Побудовано математичну модель розподілу 
двовимірного потенціалу в діоді Шотткі з 
вбудованим шаром квантових точок. 

Показано, що вздовж напрямку розміщення 
квантових точок (OY) потенціал має осцилюючий 
характер з періодом h, який визначається характером 
розміщення квантових точок, а в напрямку, 
перпендикулярному до межі контакту метал–
легований n–типу напівпровідник, описується 

експоненційною залежністю 
x

e
α−

. 
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Таблиця 1 
Кількість ітерацій при різних значення p  

p 1=  p 1,5=  p  –  визначається за 
формулою (8) 

1335 1158 1051 

 


