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Изучаются энергетические спектры сверхрешетки (СР) Тью–Морса на основе монослойного графена 
при наличии в нем запрещенной зоны. Решетка состоит из прямоугольных барьеров, расположенных 
вдоль оси Оx. Апериодическую модуляцию Тью–Мoрса предлагается осуществить за счет различия в 
значениях ширины запрещенной зоны в разных элементах СР. Показано, что эффективное расщепление 
разрешенных зон (и тем самым образование ряда запрещенных зон) под действием апериодического 
фактора реализуется как при наклонном, так и при нормальном падении электронной волны на поверх-
ность СР. Спектры выявляют свойство периодичности в зависимости от высоты потенциальных барье-
ров. В отдельных участках спектра расщепление зон происходит согласно инфляционному правилу Фи-
боначчи в каждой новой генерации. Как и в периодических СР на основе графена, во всех генерациях 
Тью–Морса образуется запрещенная зона, связанная со сверхрешеточной дираковской точкой. Ее шири-
на существенно зависит от параметров задачи; в то же время положение этой зоны на оси энергий слабо 
зависит от значения массового слагаемого в гамильтониане и не зависит от периода СР. Зависимость 
спектров от угла падения электронной волны на решетку незначительна. 

Вивчаються енергетичні спектри надгратки (НГ) Тью–Морса на основі моношарового графену при 
наявності в ньому забороненої зони. Гратка складається з прямокутних бар’єрів, розташованих уздовж 
осі Оx. Аперіодичну модуляцію Тью–Мoрса пропонується здійснити за рахунок відмінності в значеннях 
ширини забороненої зони в різних елементах НГ. Показано, що ефективне розщеплення дозволених зон 
(і тим самим утворення ряду заборонених зон) під дією аперіодичного фактора реалізується як при по-
хилому, так і при нормальному падінні електронної хвилі на поверхню НГ. Спектри виявляють властивість 
періодичності залежно від висоти потенціальних бар’єрів. В окремих ділянках спектра розщеплення зон ві-
дбувається згідно з інфляційним правилом Фібоначчі в кожній новій генерації. Як і в періодичних НГ на 
основі графену, у всіх генераціях Тью–Морса утворюється заборонена зона, пов’язана з надгратковою діра-
ківською точкою. Її ширина істотно залежить від параметрів задачі; в той же час положення цієї зони на осі 
енергій слабо залежить від значення масового доданка в гамільтоніані і не залежить від періоду НГ. Залеж-
ність спектрів від кута падіння електронної хвилі на гратку є незначною. 

PACS: 73.21.Cd Сверхрешетки; 
73.63.–b Электронный транспорт в наноразмерных материалах и структурах. 
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Введение 

Как известно, полупроводниковые сверхрешетки 
(СР) могут играть существенную роль в регулировании 
электронных процессов в различных приборах совре-
менной электроники (см., например, [1]). Поэтому изу-
чению физических свойств СР уделялось и уделяется 
большое внимание. Рассматриваются СР различных 

типов: строго периодические, разупорядоченные, ре-
шетки с дефектами и пр. Особое место среди СР зани-
мают структуры, промежуточные между периодиче-
скими и неупорядоченными, например СР Фибоначчи, 
Тью–Морса. Это связано с их необычными свойствами, 
такими как самоподобие, канторова природа энерге-
тического спектра и др. [2–6]. В свою очередь аперио-
дические цепи Тью–Морса по своим параметрам нахо-
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дятся в промежутке между классическими квазиперио-
дическими цепями Фибоначчи и неупорядоченными 
системами (см. [2–6]). Поэтому изучению структур 
Тью–Морса уделяется немалое внимание. Следует 
иметь в виду, что в литературе для общности их часто 
относят к квазипериодическим объектам. 

С другой стороны, начиная с 2004 года пристальное 
внимание привлекают к себе структуры на основе гра-
фена, что естественно объясняется его нетривиальны-
ми свойствами, в том числе электронными. Достаточно 
назвать аналогию π-электронов графена с безмассовы-
ми дираковскими фермионами при низких энергиях 
(формально описываемыми безмассовым уравнением 
Дирака), линейный закон дисперсии, свойство кираль-
ности, клейновское туннелирование, высокую подвиж-
ность, баллистический транспорт, необычный квантовый 
эффект Холла и т.д. [7–10]. Следует также отметить, 
что графен — перспективный материал в современной 
электронике с точки зрения замены кремниевой техно-
логии, развитие которой подошло к своему пределу, 
графеновой. Очевидно, что в силу указанных обстоя-
тельств изучение физических свойств сверхрешеток на 
основе графена является актуальной задачей (см., на-
пример, [11–18]). В частности, в работах [13,14] пока-
зано, что в графеновых СР обнаруживается новая ди-
раковская точка и соответствующая ей запрещенная 
зона; она определяется через нулевое значение усред-
ненного волнового числа. В указанных работах де-
тально изучены свойства этой новой щели в различных 
графеновых СР. (Для краткости данную запрещенную 
зону будем называть «сверхрешеточной дираковской», 
а другие щели в энергетическом спектре строго перио-
дической СР, а также аналогичные им щели в СР Фи-
боначчи — брэгговскими.) 

Предложен и практически реализован ряд методов 
создания графеновых СР [19–21]. Отметим, что важно 
получать такие СР на графене, в которых в энергетиче-
ском спектре существует запрещенная зона, поскольку 
именно ее наличие играет ключевую роль в создании 
полупроводниковых приборов транзисторного типа. 
Поэтому определенные усилия прилагаются к созда-
нию графеновых структур с достаточно широкой за-
прещенной зоной. С помощью различных методов — 
использование графеновых нанолент, взаимодействие 
с подложкой и др. — уже достигнуты существенные 
результаты [22–27]. В частности, химическими мето-
дами удалось получить ширину щели, равную несколь-
ким десятым электрон-вольт [25]. 

Существует лишь несколько работ, посвященных 
изучению свойств квазипериодических СР на основе 
графена. В частности, в статье [31] рассматривается 
квазипериодическая модуляция Фибоначчи, созданная 
за счет разных ширин барьеров и квантовых ям. Расчет 
проводится для бесщелевого графена на основе без-
массового уравнения Вейля–Дирака. Показано, что при 

наклонном падении электронов возможна квазиперио-
дическая модуляция спектров. Аналогичная работа по-
священа графеновым сверхрешеткам Тью–Морса [32]. 

Конкретизация постановки задачи и метод 
вычисления спектров 

В настоящей работе мы изучаем энергетический 
спектр сверхрешеток Тью–Морса на основе графена в 
континуальной модели. Квазипериодическая модуля-
ция вдоль оси Ох создается за счет разных ширин за-
прещенных зон, или, другими словами, за счет массо-
вого слагаемого в гамильтониане ∆; оно принимает 
одно из двух различных значений в разных элементах 
в цепи СР согласно закону Тью–Морса. (Подобное 
предложение для создания СР рассматривалось, в ча-
стности, в работе [18].) Главным образом исследуются 
СР, в которых по апериодическому правилу Тью–Морса 
чередуются участки бесщелевого и щелевого графена. 
В силу существенного прогресса в технологии создания 
щелевых графеновых структур мы варьируем значения 
∆ в достаточно широких пределах; природа слагаемого 
∆ в гамильтониане, как уже указывалось, может быть 
различной. Главная цель данной работы — выявление 
основных черт спектров графеновых сверхрешеток 
Тью–Морса в относительно простой модели (в частно-
сти, без учета наличия границ, дефектов, возможно, 
более точного закона дисперсии, взаимодействия элек-
тронов и т.д.). 

Рассмотрим СР, построенную из двух элементов: a 
и b  (рис. 1). Оба элемента содержат квантовую яму 
шириной w и потенциальный барьер шириной d, высота 
барьера обозначена aV  и bV  для a и b элементов соот-
ветственно. СР строится согласно правилу Тью–Морса: 
a–ab, b–ba. Таким образом, например, для четвертой ге-
нерации (секвенции) Тью–Морса имеем 4S abbabaab= . 
Условия прохождения электронной волны через СР, 
построенную для N-й генерации Тью–Морса, опреде-
ляются периодом данной генерации. Интервалы энер-
гии E, для которых коэффициент трансмиссии элек-
тронов через решетку ( )T E  близок к единице, 
образуют разрешенные зоны в энергетическом спек-
тре, участкам же энергии с 1T   отвечают запрещен-
ные зоны. Коэффициент T  можно рассчитать методом 
трансферных матриц, выразив его либо через функции 

Рис. 1. Сверхрешетка, построенная из элементов a и b: w — 
ширина квантовой ямы, d — ширина потенциального барье-
ра, V — высота барьера. 

Vа ; ∆а Vb b; ∆
w w

d d

a b
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Грина, либо через волновые функции. Последние на-
ходятся из соответствующего задаче уравнения дира-
ковского типа:  

 2 ˆ[ ( , ) ( ) ]F F zv mv V x I E+ σ + Ψ = Ψpσ  , (1) 

где 610Fv ≈  м/с — скорость Ферми; ( , )x yp p=p  — 
оператор импульса; = x y(σ ,σ )σ , ,x y zσ , σ σ  — матри-
цы Паули для псевдоспина; V(x) — внешний потенци-
ал, зависящий лишь от координаты x; Î  — единичная 
двумерная матрица; массовое слагаемое обозначаем, 
как это принято в литературе, символом .∆  Функция Ψ 
представляет собой двукомпонентный псевдоспинор 

T[ , ]A BΨ = Ψ Ψ  , ,A BΨ Ψ   — огибающие функции для 
графеновых подрешеток А и B; T — символ транспо-
нирования. Предположим, что потенциал ( )V x  состоит 
из периодически повторяющихся прямоугольных 
барьеров вдоль оси Ох, причем внутри каждого j-го 
барьера ( ) constjV x = . Тогда, учитывая трансляцион-
ную инвариантность решения по оси Оу, можно запи-
сать , , e yik y

A B A BΨ = Ψ

 и из уравнения (1) для ,A BΨ  
получаем 

 
2

, 2 2
,2 ( ) 0A B

j y A B
d

k k
dx

Ψ
+ − Ψ =  , (2) 

где 2 2 1/2]sign ( ) [( ) /( )j j j Fk s E V v+= −− ∆  ; ( )s E V x± ≡ − ± ∆. 
Если представить решения для собственных функ-
ций ψΑ,Β в виде суммы плоских волн, движущихся в 
прямом и обратном направлениях вдоль оси Oх, то 
получим 

 
1 1

( ) e ej jiq x iq x
j j

j j
x a b

g g
−

+ −

    Ψ = +        
 , (3) 

где 2 2( )signj j j yq s k k+= − , если 2 2
j yk k> , и 2 2

j y jq i k k= −  

в противном случае, g ( )/j j y yq ik k± = ± + , верхняя стро-
ка в (3) относится к подрешетке А, нижняя — к В. Ко-
эффициент трансмиссии электронов через решетку Т 
можно найти в результате сшивания волновых функ-
ций на границах барьер–яма. Поскольку эта процедура 
неоднократно описывалась в литературе (см., напри-
мер, [12–18]), не будем на ней останавливаться. 

Анализ полученных результатов 

На рис. 2 представлена след-карта для начальных 
секвенций Тью–Морса, значения параметров таковы: 

0;yk =  0,16a bV V= =  эВ; 4,5d w= =  нм; 0,08a∆ =  эВ; 
0b∆ = . На этом рисунке (и последующих) видно, что 

предложенный в данной работе способ апериодиче-
ской модуляции сверхрешетки — за счет разных зна-
чений ширин запрещенной зоны в разных элементах 
решетки — весьма эффективен при нормальном па-
дении квазичастиц на СР. С ростом уровня итерации 
наблюдается расщепление разрешенных зон, и их сум-

марная ширина уменьшается с переходом к каждой 
высшей генерации. Спектры высших порядков сильно 
фрагментированы. Число зон на фиксированном уча-
стке спектра зависит как от уровня генерации, так и от 
параметров CP. 

Для анализа определенных спектральных законо-
мерностей удобно выделить некоторые фрагменты 
спектра, например интервал энергии между точками D 
и B на рис. 3, на котором представлена зависимость 
коэффициента Т от энергии для тех же параметров, что 
и на рис. 2 (в отличие от полупроводников с параболи-
ческим законом дисперсии, в которых для анализа 
обычно используется вся подбарьерная область энер-
гий [28–30]). 

Рис. 2. След-карта начальных генераций Тью–Морса. Цифры 
вдоль вертикальной оси нумеруют секвенции. 

0,08 0,16 0,24 0,32 0,40

5

4

3

2

Рис. 3. Фрагмент зависимости logT  от энергии Е для третьей 
секвенции Тью–Морса. Значения параметров такие же, как 
на рис. 2. 
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Известно, что апериодические цепи Тью–Морса име-
ют некоторые свойства, характерные для классических 
квазипериодических структур Фибоначчи [6]. Это ин-
тересное обстоятельство наблюдается и в изучаемых в 
данной работе сверхрешетках: так, число зон в интер-
вале DB растет с каждой новой генерацией СР в со-
ответствии с инфляционным правилом Фибоначчи 

1 2N N NZ Z Z− −= +  (для взятых на рисунках параметров 
имеем последовательность числа зон 2, 4, 6, 10, …). 

Заметим, что в спектрах на рис. 3 выделяются щели, 
ширина которых существенно больше, чем ширина 
других щелей, например запрещенные зоны с центра-
ми в точках B и D на рис. 3 (обозначим их как зоны B и 
D). Рассчитав спектры строго периодической СР для 
тех же параметров, можно убедиться, что в них есть 
точно такие (по ширине и расположению на оси энер-
гий) щели, как зоны B и D. Это означает, что за на-
личие широких (при определенном фиксированном 
наборе значений параметров , , ,V d w∆ ) зон отвечает 
фактор периодичности решетки, а фактор апериодич-
ности Тью–Морса приводит к образованию ряда узких 
щелей в спектре и, в частности, в интервале DB. Ниж-
няя (по энергии) из этих широких зон получила в лите-
ратуре название зоны, связанной с «новой» («необыч-
ной» или «дополнительной») дираковской точкой [13,14], 
а верхняя является брэгговской зоной. Для удобства 
первую из них называем сверхрешеточной дираков-
ской. Как показывают расчеты, ее месторасположение 
на оси энергий практически одинаково для всех сек-
венций CP Тью–Мoрса и незначительно зависит от 
величин ,a b∆ ∆ . Характерным для этой щели есть то, 
что, как и в случае строго периодической СР [13,14], 
ее локализация не зависит от периода решетки d w+ . 
Для решетки с параметрами a bV V= , d w=  середина 
этой зоны /2DE V≈  во всех генерациях. Положение 
всех других щелей зависит от периода СР, как это вид-
но на рис. 4. 

В то же время следует иметь в виду, что ширины 
сверхрешеточной дираковской (D) и брэгговской (B) 
зон существенно зависят от параметров задачи. Так, 
для значения 0,32а bV V= =  эВ получаем спектр на 
рис. 5, в котором брэгговская зона шире, чем дираков-
ская, в отличие, например, от рис. 2. 

Обратим внимание на то, что изучаемые спектры 
проявляют свойства периодичности в зависимости 
от высоты потенциального барьера V. На рис. 3 и 5 
представлены спектры, отличающиеся значениями 

1 1 0,16a bV V= =  эВ и 2 2 0,32a bV V= =  эВ. Это два харак-
терных высокосимметричных спектра, структура кото-
рых периодически повторяется при изменении V: 
с ростом V первый спектр трансформируется во вто-
рой, через интервал V∆ ≈  0,3 эВ (для данных фиксиро-
ванных параметров) повторяет свою структуру и т.д. 

Следует также отметить, что наиболее эффективное 
расщепление расширенных зон с образованием наибо-

лее широких щелей происходит в окрестности потолка 
барьера ( )E V≈ , что видно на приведенных рисунках. 

В силу того, что различие в значениях параметра ∆ 
является ключевым для формирования апериодической 
модуляции Тью–Морса, представляет интерес проана-
лизировать спектры при разных значениях величины 

a b∆ −∆ . С уменьшением разницы между a∆  и b∆  = 0 

Рис. 4. Фрагмент зависимости log T  от энергии Е для третьей 
генерации Тью–Морса при различных значениях d, w: 
сплошной линии соответствует значение 4,5d w= =  нм; 
штриховой — 6d w= =  нм; остальные параметры, как 
на рис. 2. 

0,16 0,32

lo
g 

T

0

–30

–10

–20

Рис. 5. Фрагмент зависимости log T  от энергии Е для третьей 
генерации Тью–Морса при значении 0,32V =  эВ, остальные 
параметры, как на рис. 2. 
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наблюдается сужение щелей, возникающих в результа-
те действия квазипериодического потенциала вплоть 
до их полного исчезновения при a b∆ = ∆ , т.е. в случае 
строго периодической бесщелевой СР. Основные щели 
— дираковская и брэгговская — при этом заметно рас-
ширяются. Заметим, что суммарная ширина щелей в 
одном периоде СР при изменении значений a b∆ = ∆  
сохраняется. 

Если же зафиксировать значение щели в элементе b, 
например 0,08b∆ =  эВ, и уменьшать разницу a b∆ −∆  
за счет увеличения a∆ , то при этом спектры изменяют-
ся следующим образом: ширины зон, возникших в ре-
зультате апериодической модуляции, уменьшаются, но 
ширины брэгговской и сверхрешеточной дираковской 
растут; при a b∆ = ∆ = 0,08 эВ образуется спектр, соот-
ветствующий щелевой периодической сверхрешетке. 
Заметим, что суммарная ширина щелей в одном пе-
риоде СР при изменении значения a∆  в этом случае 
сохраняется. Сужение зон происходит почти по линей-
ному закону с разными коэффициентами линейности 
для конкретного набора параметров задачи. 

Рассматриваемые энергетические спектры графено-
вых СР Тью–Морса малочувствительны к углу падения 
электронной волны. Максимальное расширение на-
блюдается у сверхрешеточной дираковской зоны и для 
типичных значений параметров задачи оно не превы-
шает 5%; другие зоны изменяются совсем незначи-
тельно. Положение зон не зависит от угла падения θ. 

Указанные обстоятельства упрощают качественный 
анализ зависимости кондактанса G изучаемой системы 
от энергии квазичастиц Е. При низких температурах 
для расчета величины G обычно используется формула 
Буттикера–Ландауэра 

 
/2

0
0

cosG G T d
π

= θ θ∫ ,  

где 2 2
0 2 /F yG e mv L=  ; yL  — ширина графенового об-

разца по оси Oy ; e — элементарный заряд; m — масса 
электрона. Из изложенного выше и вида подынте-
гральной функции очевидно, что экстремумы функции 
G(Е) соответствуют экстремумам на зависимости Т(Е). 
Следовательно, сверхрешеточная дираковская щель да-
ет на зависимости G(E) минимум, положение которого 
не зависит от периода решетки d w+ , но в то же время 
чувствительно к отношению /d w. Таким образом, из-
меняя параметры сверхрешетки Тью–Морса, можно 
регулировать ее кондактанс в широких пределах. 
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Спектры трансмиссии электронов через графеновую сверхрешетку Тью–Морса 

Transmission spectra of electrons through 
the Thue–Morse graphene superlattice 

A.M. Korol 

The transmission spectra of the Thue–Morse 
superlattice (SL) based on a monolayer gapped 
graphene are investigated. The SL consists of rectan-
gular barriers located along the Ox axis. The Thue–
Morse aperiodic modulation is proposed to be realized 
due to the difference in values of the gap width in dif-
ferent SL elements. It is shown that the effective split-
ting of the allowed bands (and thereby the arising of a 
series of gaps) is observed under the influence of the 
aperiodic factor in the case of normal incidence of the 
electron wave on the SL as well as in the case of 
oblique incidence. The spectra are periodical with po-

tential barrier height. In some regions of the spectra, 
the splitting of bands is subjected to the Fibonacci in-
flation rule in every new Thue–Morse generation. As in 
the periodical graphene-based SL, in every Thue–
Morse sequence a superlattice Dirac point is created. 
The width of the gap associated with this point de-
pends on SL parameters substantially; at the same time 
the energy location of this gap depends weakly on 
mass term in the Hamiltonian and it does not depend 
on SL period. The spectra dependence on the angle of 
electron wave incidence is not substantial. 

PACS: 72.21.Cd Superlattices; 
73.63.–b Electronic transport in nanoscale 
materials and structures. 

Keywords: graphene, Thue–Morse superlattice, trans-
mission spectra of electrons. 
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