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Проведено компьютерное моделирование критического поведения двумерной сильно разбавленной 
антиферромагнитной модели Поттса с числом состояний спина q = 3 на треугольной решетке. Расчеты 
проводились для систем с периодическими граничными условиями при концентрации спинов p равной 
0,70 и 0,65. Рассматривались системы с линейными размерами L×L = N, L = 20–144. На основе теории 
конечно-размерного скейлинга рассчитаны статические критические индексы теплоемкости α, вос-
приимчивости γ, параметра порядка β и критический индекс ν для радиуса корреляции. Численно пока-
зано, что рассчитанные критические индексы варьируются с изменением концентрации спинов p, в то 
время как отношения β/ν и γ/ν в пределах статистических ошибок остаются неизменными, проявляя сла-
бую универсальность критического поведения неупорядоченных систем. 

Ключевые слова: низкоразмерные антиферромагнитные системы, модель Поттса, скейлинг. 

Введение 

Применение методов Монте-Карло для исследова-
ния критических свойств магнитных систем стало от-
правной точкой, позволяющей изучать более реали-
стичные модели с примесями и дефектами структуры и 
учитывать усложняющие факторы, всегда присутст-
вующие в реальных материалах [1–3]. Это связано с 
тем, что существующие теоретические методы пере-
стают работать в сильно разбавленной системе, а ре-
зультаты экспериментальных исследований сущест-
венно зависят не только от метода, но и от способа 
изготовления образца [2].  

В связи с этим основной задачей данной работы яв-
ляется расчет на основе методов Монте-Карло крити-
ческих параметров сильно неупорядоченных систем, 
описываемых антиферромагнитной (АФ) моделью 
Поттса на треугольной решетке при концентрации 
спинов p = 0,70 и p = 0,65.  

Интерес к рассматриваемой модели обусловлен тем, 
что в результате многочисленных исследований на 

разнообразных решетках обнаружена особенность. 
Треугольная решетка оказалась единственной, в ко-
торой наблюдается фазовый переход (ФП) при анти-
ферромагнитном взаимодействии между ближайши-
ми соседями [4]. Кроме того, рассматриваемая модель 
описывает многие физические свойства многокомпо-
нентных сплавов, адсорбированных пленок и жидких 
кристаллов в пористой аэрогелевой среде [5]. 

Модель и метод исследования 

Модель Поттса представляет собой обобщение мо-
дели Изинга, в которой спины могут принимать не два, 
а одно из q значений. Основные свойства этой модели 
рассмотрены в обзоре [5]. 

Гамильтониан этой модели имеет вид 

,
,

1 cos , 1, 2, 3
2 i j i j i

i j
H J S= − ρ ρ θ =∑ , (1) 

где J — параметр обменного АФ взаимодействия бли-
жайших соседей (J < 0); ,i jθ  — угол между взаимодей-
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ствующими спинами Si–Sj, причем , 2 /i j n qθ = π  и может 
принимать значения 0, 120, 240° при n = 0, 1, 2 соот-
ветственно; спин Si может находиться в одном из q = 3 
состояний Si = 1, 2, 3; iρ , jρ — случайные переменные, 
описываемые функцией распределения 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1i i iP p pρ = δ −ρ + − δ ρ  (2) 

и характеризующие распределенные по узлам решетки 
вмороженные немагнитные примеси. 

Расчеты проводились для систем с периодическими 
граничными условиями. Исследовались системы с ли-
нейными размерами L×L = N, L = 20–144. Начальные 
конфигурации задавались таким образом, чтобы все 
ближайшие соседи рассматриваемого спина находи-
лись в разных состояниях. При этом фрустрация, на-
блюдаемая на треугольной решетке в случае АФ моде-
ли Изинга (q = 2), будет отсутствовать для модели 
Поттса с q = 3 (см. рис. 1). Ферро- и антиферромагнит-
ные модели Поттса на треугольной решетке в одно-
родном состоянии при различных усложняющих фак-
торах нами исследованы в работах [6–8]. Для вывода 
системы в равновесное состояние отсекался неравно-
весный участок длиной 0τ  для системы с линейными 
размерами L. Этот неравновесный участок отбрасыва-
ли. Затем усреднение проводилось по участку марков-
ской цепи длиной 0200τ = τ . Для самой большой сис-
темы L = 144, 3

0 2 10τ = ⋅  МК шагов/спин. Кроме того, 
для повышения точности расчетов проводилось усред-
нение по 10 различным начальным конфигурациям. 
Эти данные использовались для расчета средних зна-
чений термодинамических параметров. Кроме того, 
для сильно неупорядоченных систем осуществлялось 
усреднение по 10000 различных конфигураций распре-
деления примесей в решетке. 

Результаты компьютерного моделирования 

Влияние вмороженного немагнитного беспорядка 
на фазовые переходы в ферро- и антиферромагнит-
ных моделях Поттса на треугольной и кубической 
решетках нами исследованы в работах [9–12]. В этих 
работах подробно исследовались термодинамические 
параметры, такие как параметр порядка mAF, воспри-
имчивость χ, теплоемкость C и кумулянты Биндера 
четвертого порядка по энергии VE и по параметру по-
рядка 

AFmU  в зависимости от степени разбавления. 
Было продемонстрировано, что для модели Поттса с 
q = 3 на треугольной решетке при концентрации при-
месей с ≥ 0,1, с = 1 – p, происходит замена ФП первого 
рода на ФП второго рода. Кроме того, на основе ме-
тода кумулянтов Биндера четвертого порядка [13] и 
гистограммного анализа данных [14] были определены 
критические температуры в сильно разбавленной системе 
(p = 0,70; 0,65). Определенные этим методом критические 
температуры сильно разбавленных систем Tc(p) в едини-
цах |J|/kB равны: Tc(0,70) = 0,42(3), Tc(0,65) = 0,35(4). Бо-
лее подробно методика определения критических темпе-
ратур этими методами рассмотрена в работах [15–17]. 

В представленной работе для сильно разбавленных 
систем (p = 0,70; 0,65), в которых наблюдается ФП 
второго рода, на основе теории конечно-размерного 
скейлинга (КРС) рассчитаны статические критические 
индексы (КИ) теплоемкости α, восприимчивости γ, 
параметра порядка β и критический индекс для радиу-
са корреляции ν. Из соотношений этой теории следует, 
что для достаточно большой системы с переодически-
ми граничными условиями при температуре T = Tc 
параметр порядка mAF, восприимчивость χ и параметр 
Vn для определения критического индекса ν удовлетво-
ряют следующим аналитическим выражениям [18,19]: 

 /~AFm L−β ν , (3) 

 /~ Lγ νχ , (4) 

 1/
nn VV L gν= , (5) 

где 
nVg  — некоторая постоянная, а в качестве Vn мо-

гут выступать 

 
i
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  (7) 
где β = 1/T, T — температура. 

Рис. 1. Двумерная разбавленная модель Поттса с числом 
состояний спина q = 3 на треугольной решетке. 
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Для аппроксимации зависимости теплоемкости от 
L, как правило, используются другие выражения, на-
пример [20]: 

 /
0( )C L C АLα ν= + , (8) 

где C0 — постоянная, А — некоторый коэффициент. 
Для расчета КИ β, γ, ν, α строились зависимости 

mAF, χ, Vn и C от L. На рис. 2–5 в двойном логариф-
мическом масштабе представлены характерные за-
висимости параметра порядка mAF, восприимчиво-
сти χ, параметра Vn и теплоемкости C от линейных 
размеров решетки L для двумерной АФ сильно раз-
бавленной модели Поттса на треугольной решетке 
при T = Tc и p = 0,65. Погрешность данных на этих 
рисунках не превышает размер символов. Аналогич-
ным образом были получены зависимости и для сис-
тем при p = 0,70. Обратим внимание на то, что данные, 
полученные для всех рассмотренных термодинамиче-
ских параметров, незначительно отклоняются от прямой 
при малых значениях L. Анализ данных, выполненный 

с использованием нелинейного метода наименьших 
квадратов, позволил определить значения при концен-
трации спинов p = 0,70: / 0,380(3)vα =  / 0,130(2)β ν =  

/ 1,732(3)γ ν = , 1/ 1,19(3)ν =  и при p = 0,65: / 0, 222(3)α ν =  
/ 0,137(2)β ν =  / 1,730(3)γ ν = , 1/ 1,10(7)ν = . Затем, с ис-

пользованием значений ν, полученных в рамках данно-
го исследования, были определены следующие индек-
сы при p = 0,70: α = 0,319(3), β = 0,109(2), γ = 1,455(3), 
ν = 0,84(1) и при p = 0,65: α = 0,202(9), β = 0,125(9), 
γ = 1,574(9), ν = 0,91(4). Полученные критические ин-
дексы в пределах погрешности удовлетворяют соот-
ношению теории КРС dν = γ + 2β. 

Заключение 

В настоящей работе на основе теории конечно-раз-
мерного скейлинга рассчитаны статические критические 
индексы теплоемкости α, восприимчивости γ, параметра 
порядка β и индекс радиуса корреляции ν двумерной 
сильно разбавленной АФ модели Поттса с q = 3 на тре-
угольной решетке при концентрациях спинов p = 0,70 

Рис. 2. Зависимость параметра порядка mAF от линейных 
размеров системы L при T = Tc. 

Рис. 3. Зависимость восприимчивости χ от линейных разме-
ров системы L при T = Tc. 

Рис. 4. Зависимость параметра Vn от линейных размеров сис-
темы L при T = Tc. 

Рис. 5. Зависимость теплоемкости С/kB от линейных разме-
ров системы L при T = Tc. 
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и p = 0,65. Численно показано, что соответствующие 
отношения КИ β/ν и γ/ν при различных значениях кон-
центраций спинов p в пределах статистических ошибок 
находятся в хорошем согласии друг с другом, в то вре-
мя как значения самих индексов β и γ сильно варьиру-
ются. Как известно из работ [21,22], такое поведение 
КИ указывают на слабую универсальность критиче-
ского поведения рассматриваемой сильно разбавлен-
ной модели.  
 _______  
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Комп’ютерне моделювання критичної поведінки 
сильно розбавлених низькорозмірних 

антиферомагнітних систем на трикутній гратці 

А.Б. Бабаєв, А.К. Муртазаєв 

Проведено комп’ютерне моделювання критичної пове-
дінки двовимірної сильно розбавленої антиферомагнітної 
моделі Поттса з числом станів спіна q = 3 на трикутній 
гратці. Розрахунки проводилися для систем з періодичними 
граничними умовами при концентрації спінів p, яка дорівнює 
0,70 та 0,65. Розглядалися системи з лінійними розмірами 
L×L = N, L = 20–144. На основі теорії кінцево-вимірного 
скейлингу, розраховано статичні критичні індекси тепло-
ємності α, сприйнятливості γ, параметра порядку β та кри-
тичний індекс ν для радіусу кореляції. Чисельно показано, 
що розраховані критичні індекси варіюються зі зміною 
концентрації спінів p, тоді як відношення β/ν та γ/ν в межах 
статистичних помилок залишаються незмінними, проявляю-
чи слабку універсальність критичної поведінки сильно не-
врегульованих систем. 

Ключові слова: низьковимірні антиферомагнітні системи, 
модель Поттса, скейлінг. 

Computer simulation of critical behavior of strongly 
diluted low-dimensional antiferromagnetic systems 

on the triangulare lattice 

A.B. Babaev and A.K. Murtazaev 

A computer simulation of the critical behavior of the two-
dimensional strongly dilute 3-state antiferromagnetic Potts model 
on a triangular lattice is carried out. Calculations were carried out 
for systems with periodic boundary conditions at a spin concen-
tration p = 0.70, 0.65. Systems with linear dimensions L×L = N, 
L = 20–144 were considered. Based on the theory of finite-
dimensional scaling, static critical exponents of the heat capacity 
α, susceptibility γ, order parameter β, and critical index ν for the 
correlation radius are calculated. It is shown numerically that the 
calculated critical indices vary with the change in the spin con-
centration p, while the ratios β/ν and γ/ν remain unchanged, 
showing a weak universality of the critical behavior of strongly 
disordered systems. 

Keywords: low-dimensional antiferromagnetic systems, Potts 
model, scaling.
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