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Проведено исследование однофотонного сверхизлучения при циклотронном резонансе в идеальной 
монокристаллической полупроводниковой пленке p-типа с кубической структурой, помещенной в одно-
родное статическое сильное магнитное поле, перпендикулярное к поверхности пленки. Рассмотрение 
проведено при низкой температуре, когда плотность дырок на уровне Ландау n = 0 равна максимально 
возможной величине, а плотность дырок на уровне Ландау n = 1 равна нулю. С помощью уравнения 
Линдблада для матрицы плотности рассчитана плотность тока в пленке и исследованы параметры элект-
ромагнитного поля излучения пленки в режиме насыщения, когда напряженность электрического поля 
возбуждения велика. Показано, что универсальная мощность потерь, приходящаяся на единицу площади 
пленки, зависит только от фундаментальных постоянных c, qe, me и индукции магнитного поля. Приве-
ден расчет проводимости пленки. 

Проведено дослідження однофотонного надвипромінювання при циклотронному резонансі в ідеальній 
монокристалічній напівпровідниковій плівці p-типу з кубічною структурою, яку вміщено в однорідне ста-
тичне сильне магнітне поле, яке перпендикулярно до поверхні плівки. Розгляд проведено при низькій тем-
пературі, коли щільність дірок на рівні Ландау n = 0 дорівнює максимально можливій величині, а щільність 
дірок на рівні Ландау n = 1 дорівнює нулю. За допомогою рівняння Ліндблада для матриці щільності розра-
ховано щільність струму в плівці та досліджено параметри електромагнітного поля випромінювання плівки 
у режимі насичення, коли напруженість електричного поля збудження велика. Показано, що універсальна 
потужність втрат, яка припадає на одиницю площі плівки, залежить тільки від фундаментальних постійних 
c, qe, me та індукції магнітного поля. Наведено розрахунок провідності плівки. 

PACS: 78.67.Bf Нанокристаллы, наночастицы и нанокластеры; 
76.40.+b Диамагнитный и циклотронный резонансы; 
73.20.– r Электронная структура и электрические свойства поверхностей, интерфейсов тонких 
пленок и низкоразмерных струтур; 
78.47.jh Когерентная нелинейная оптическая спектроскопия. 
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1. Введение

Циклотронный резонанс (ЦР) является мощным ин-
струментом для изучения структуры полупроводников, 
позволяющим исследовать их зонную структуру, ме-
ханизмы рассеяния носителей заряда, влияние фонон-
электронного и фонон-дырочного взаимодействия на 

их эффективные массы и многое другое (см. обзорные 
статьи [1–3] и имеющиеся там ссылки). 

В последние годы развитие субмикронных техноло-
гий привело к новым методам изготовления низкораз-
мерных полупроводниковых структур, в которых кван-
товые размерные эффекты играют решающую роль [4]. 
Это делает возможным использование ЦР для изуче-
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ния коллективных эффектов, таких, например, как 
сверхизлучение Дикке, которое недавно наблюдалось 
экспериментально в полупроводниковых гетерострук-
турах: в двумерном электронном газе в GaAs [5,6], а 
также в электронных возбуждениях в квантовой яме 
InGaAs [7]. 

Эффект сверхизлучения [8,9] состоит в том, что сис-
тема из N идентичных двухуровневых возбужденных 
атомов испытывает спонтанный когерентный переход в 
основное состояние, скорость которого пропорциональ-
на Nγ, где γ — скорость спонтанного излучения изоли-
рованного атома, а амплитуда пропорциональна N2. 

Другой тип сверхизлучения (так называемое однофо-
тонное сверхизлучение) может произойти, когда сфор-
мировано однофотонное состояние Дикке: N идентич-
ных двухуровневых атомов находятся в симметричной 
суперпозиции состояний, в каждом из которых возбуж-
ден всего один атом, а остальные N−1 атомов находятся 
в основном состоянии [10−16]. Скорость распада тако-
го однофотонного состояния также равна Nγ. Как по-
казано в [11,15], однофотонное сверхизлучение имеет 
место, даже если размер системы L больше длины 
волны фотона λ. 

В общем случае наблюдать суперрадиационное из-
лучение в твердых телах довольно трудно из-за наличия 
быстрых каналов распада носителей. В полупроводни-
ках основным каналом рассеяния электронов и дырок 
является фононный канал. Скорость распада электрон-
ных и дырочных возбуждений в фононный канал со-
ставляет в полупроводниках порядка 1013 с−1 [17]. 

В нашей работе [18] было рассмотрено однофотон-
ное сверхизлучение при переходе дырки между уров-
нями Ландау при циклотронном резонансе в идеальной 
монокристаллической полупроводниковой пленке p-
типа с кубической структурой. В этой работе были 
исследованы условия, при которых возможно образо-
вание однофотонного состояния Дикке, и показано, что 
сверхизлучательный переход между уровнями Ландау 
является в рассмотренном типе полупроводников ос-
новным механизмом рассеяния дырочных возбужде-
ний. Так, например, для германия при индукции стати-
ческого магнитного поля B = 10 Тл и размерах пленки 
L > 0,2 см вероятность сверхизлучения одного фотона 
больше 1014 с–1, что почти на порядок превосходит 
вероятность рассеяния дырки на фононах. 

В настоящей работе, в отличие от [18], исследова-
ние параметров однофотонного сверхизлучения при 
циклотронном резонансе проведено при произвольной 
амплитуде сигнала возбуждения, что позволяет про-
вести расчет плотности поверхностного тока в пленке 
и исследовать параметры электромагнитного поля из-
лучения пленки в режиме насыщения, когда напря-
женность электрического поля возбуждения велика.  

Статья организована следующим образом. В разд. 2 
для полноты изложения кратко описаны результаты 

разд. 2 и 3 из работы [18]. Раздел 3 посвящен решению 
уравнения Линдблада для матрицы плотности рассмат-
риваемой задачи, что позволяет получить решение, 
справедливое при произвольной величине электриче-
ского поля возбуждения. Результаты этого раздела ис-
пользованы в разд. 4, где проводится расчет тока в 
пленке, обусловленный сверхизлучательным переходом 
дырок в основное состояние, и вычислена мощность 
потерь в пленке на излучение. 

2. Энергетический спектр дырок и условия 
возникновения однофотонного сверхизлучения 

Как известно, при циклотронном резонансе волно-
вые функции дырки являются биспинорами [19]. В 3D 
монокристаллах Ge или Si в сильном однородном маг-
нитном поле, направленном вдоль оси [001], имеется 
четыре энергетических уровня дырок Eα,n для двух 
уровней Ландау: 

 1,0 2 1
1 ( )
2 cE k= ω γ − γ + , (1a) 

 1,1 2 1
1 (3( ) )
2 cE k= ω γ − γ + , (1b) 

 2,0 2 1
1 ( 3 )
2 cE k= − ω γ + γ − , (2a) 

 2,1 2 1
3 ( )
2 cE k= − ω γ + γ − , (2b) 

где первый нижний индекс α = 1, 2 нумерует биспи-
нор, а второй — номер уровня Ландау n = 1, 2. В этих 
выражениях /c e eq B mω =  — циклотронная частота, γ1, 
γ2, γ3 — параметры Латтинжера: в Ge γ1 = 13,2, γ2 = 4,4, 
γ3 = 5,4 [19], k = −3,41 [20]. 
Собственные состояния — биспиноры для энергий 
(1а), (1b), (2a), (2b) имеют следующий вид: 

 ( ), 0, (2 ) ,0, ( 1)n n nu u∗ ∗
αψ = − α α − , (3) 

где un — координатная часть волновой функция дырки: 

 

2

21( , , ) e e ( )xik x
n x n n

x
u k x y C H

L d

ξ
−

= ⋅ ξ , (4) 

 21 ( ),e x
e

y R k
R

ξ = −  
1 ,

2 !
n en ee

C R
q Bn R

= =
π



  

 — циклотронный радиус, ( )nH ξ  — полиномы Эрми-
та, Lx — длина пленки вдоль оси x, (2 / ) ,x x xk L n= π  

0, 1, 2,... .xn = ± ±  
В работе [21] было показано, что выражения (1а), 

(1b), (2a), (2b) можно использовать для полупровод-
никовой пленки при условиях 2 2 /2 ;z e ck m << ω   

3 20,5( ) 1µ = γ − γ <  и 
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2 2 2

2
,

( )
2 c

n

n
m dα

π ′ << ω


 , (5) 

где mα,n — эффективная масса дырки в 3D монокри-
сталле, d —толщина пленки, n′  — число полуволн де 
Бройля, укладывающихся поперек пленки. В дальней-
ших расчетах мы примем 1n =′ . В Ge условие (5) вы-
полняется с хорошей точностью для магнитного поля 
В = 10 Тл и толщины пленки d = 2,0·103 Å. 

Резонансные переходы дырок возможны только 
между разными уровнями Ландау n, принадлежащими 
одному и тому же биспинору. Из (1а), (1b), (2a), (2b) 
можно получить частоты переходов между уровнями 
n = 1 и n = 0: αω : cCα αω = ω , где ( )1 21C α

α = γ + − γ , 
для Ge C1 = 8,8, C2 = 17,6. 

Будем считать, что температура достаточно низка, 
так что на возбужденном уровне Ландау (n = 1) дырок 
нет, и все дырки находятся на уровне n = 0 с макси-
мально возможной поверхностной плотностью равной 

/2eq B π . Выбор такой плотности двумерных дырок 
обусловлен тем, что при этом в пленке имеет место 
целочисленный квантовый эффект Холла [22], при ко-
тором холловское сопротивление полупроводниковой 
структуры с двумерным электронным газом является 
квантованным и зависит только от фундаментальных 
констант — заряда электрона и постоянной Планка. 
Таким образом, полное число дырок в пленке при этих 
условиях есть ( ) ( )22/2 / /2e eN q B L L R= π = π . 

Как отмечено в [18], присутствие фотона с частотой 
αω , распространяющегося перпендикулярно пленке и 

взаимодействующего синфазно со всеми дырками, 
приводит к появлению коллективного возбужденного 
нестационарного состояния, так называемого однофо-
тонного состояния Дикке [10] 

 
1

1 N

n
S n

N =
= ∑ , (6) 

представляющего собой когерентную суперпозицию из 
N состояний 1 1 1| | ,... , , ...n n n Nn g g e g g− +〉 = 〉 , в каждом 
из которых имеется только одна возбужденная дырка в 
состоянии | e〉 , а остальные N−1 дырок находятся в 
основном состоянии | g〉 . Следует иметь в виду, что 
однодырочные состояния | e〉  и | g〉  кроме спиновой 
части содержат также и координатные части (соответ-
ственно u0 и u1), определенные в (4). 

Распад состояния |S 〉  вследствие излучения фотона 
приводит к состояниям 1,...... ,Ng g k G k≡ ⊗ , когда 
все дырки находятся в основном состоянии, и в систе-
ме имеется один фотон. В [18] была вычислена ско-
рость распада состояния |S 〉 : 

 
22

0

2
3

eq L
α

α α

 π
Γ =  ε λ λ 

, (7) 

где (2 )/( )e ecm C q Bα αλ = π  — длина волны излученно-
го фотона, и показано, что этот канал распада возбуж-
денных дырок является при указанных условиях пре-
обладающим. 

3. Уравнение Линдблада для матрицы плотности 
многочастичной двухуровневой системы 

Поскольку спектр дырок по n уже в нулевом при-
ближении не является эквидистантным [19], то имеет 
смысл рассматривать состояния |G 〉  и |S 〉  вблизи ре-
зонанса в качестве изолированной двухуровневой сис-
темы. В самом деле, несмотря на то, что состояния 
|G 〉  и |S 〉  являются многочастичными, их можно 
спроектировать на двухуровневое подпространство с 
помощью следующих спиновых операторов: 

 
1

1 N
i

x x
i

S
N =

= σ∑ ,    
1

1
N

i
z z

i
S N

=
= σ + −∑ ,  

 
1

1 N
i

i
S

N+ +
=

= σ∑ ,   
1

1 N
i

i
S

N− −
=

= σ∑ ,  

где ,i i
z ±σ σ  — спиновые матрицы Паули, действующие 

на i-й атом. Нетрудно проверить выполнение следую-
щих тождеств ; ;z zS G G S S S= − = ;S G S+ =  

0;S G S S G− −= = . В рамках однофотонного при-
ближения мы отбрасываем состояния с двумя возбуж-
денными дырками, в связи с чем будем считать выпол-
нение также и следующего равенства 0S S+ = . 
Поскольку рассматриваемая система является откры-
той, то ее эволюция подчиняется уравнению Линдбла-
да для матрицы плотности [23,24]. Таким образом, ре-
зонансные переходы между состояниями G  и S
можно исследовать с помощью матрицы плотности 

( )tρ  двухуровневой системы, которая удовлетворяет 
следующему уравнению: 

 ( ) ( )0
1 [ ( ), ( )] ( )t H W t t L t
i

ρ = + ρ + ρ



, (8) 

где H0 — невозмущенный гамильтониан: 0H =
/2,zSα= ω  W(t) — оператор, описывающий внешнее 

возбуждение двухуровневой системы на частоте ω: 
( ) cos ( )e yW t Yq E t= − ω , где Y — сумма y-координат всех 

дырок: 
N

i
i

Y y= ∑ , Еу — амплитуда возбуждающего 

электрического поля. 
Последнее слагаемое в уравнении (8) оператор Линд-
блада [23]: 

 ( ) ( )0,5 2aL S S S S S S− + + − + −ρ = ⋅Γ ρ − ρ − ρ , (9) 

который мы записали в низкотемпературном прибли-
жении Bk Tαω >> , пренебрегая тепловыми перехо-
дами G S→ . 
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В дальнейшем для удобства введем следующие обо-
значения векторов состояний: 1G ≡  и 2S ≡ . 

В матричном виде уравнение (8) будет иметь сле-
дующий вид: 

____________________________________________________ 

 11 12 22 1221 12 22 11 12

21 22 21 2211 22 21 12 21

2( )( ) ( )( )1  
22( )( ) ( )( )

W t W t
i W t W t

α α

α

ρ ρ ρ −ρ ρ − ρ ρ − ρ − ω ρ Γ   
= +    ρ ρ −ρ − ρ   ρ − ρ + ω ρ ρ − ρ 

 



 

 

, (10) 

_______________________________________________ 

где 

 ( ) ( ) cose yW t G W t S q E t G Y S= = − ω =   

 0 1cos ( , , ) ( , , )e y x xq E t N u k x y yu k x y dy
+∞

∗

−∞
= − ω =∫   

 cos /2
ee yq E t R N= − ω . (11) 

Введем далее для удобства оператор 11 22ρ = ρ − ρ , ко-
торый описывает разность населенностей между со-
стояниями G  и S . Воспользовавшись условием 
нормировки матрицы плотности 11 22 1ρ + ρ = , получим 
следующие уравнения: 

 12 21( ) cos
2 2

d ia t
dt

α αΓ Γρ
= ρ − ρ ω − ρ + , (12а) 

 12
12cos

2
d

ia t i
dt

α
α

Γρ  = ρ ω + ω − ρ  
, (12b) 

 21
21cos

2
d

ia t i
dt

α
α

Γρ  = − ρ ω − ω + ρ  
, (12c) 

где ( )/ 2
ee ya q E R N= −  . 

Вблизи резонанса ≈ αω ω  величина ρ  слабо (на 
масштабе 1/ )ω  зависит от времени, в то время как ве-
личины 12 12( ), ( )t tρ ρ  являются быстро осциллирую-
щими функциями 12 12 21 21( ) e , ( ) e ,i t i tt tω − ωρ = ρ ρ = ρ   
где 12 21,ρ ρ   слабо зависят от времени. Из уравнений 
(12) получим систему уравнений для слабо зависящих 
от времени величин: 

 12 21( )
2 2 2

d ia
dt

α αΓ Γρ
= ρ − ρ − ρ +  , (13а) 

 12
122 2

d ia i
dt

αΓρ  = ρ + δω − ρ  


 , (13b) 

 21
212 2

d ia i
dt

αΓρ −  = ρ + δω + ρ  


 , (13c) 

где αδω = ω − ω . 
В установившемся режиме 

 12 21 0
d dd

dt dt dt
ρ ρρ = = =  
 

  

система уравнений (13) имеет следующее решение: 

 

2
2( )

4

( )D

α Γ
δω + 

  ρ =
ω

, (14a) 

 21
2

2 ( )

a i

D

α Γ
δω + 

 
ρ = −

ω
, (14b) 

 12
2

2 ( )

a i

D

αΓ δω −  
ρ = −

ω
, (14c) 

где 

 
2 2

2( ) ( )
4 2

aD α Γ
ω = δω + + 

  
.  

4. Расчет мощности потерь в полупроводниковой 
пленке 

Зная матрицу плотности, мы можем найти среднее 
значение координат дырок в пленке в установившемся 
режиме по формуле 

 ( ) ( ) ( )12 21Tr ( ) e ei t i tY t Y t G Y S ω − ω= ρ = ρ + ρ  .  

Из (11), (12b), (12c) получим 

 
/2

( ) cos sin
( ) 2

eaR N
Y t t

D
αΓ = δω ω − ω  ω

. (15) 

Из (15) получим выражение для среднего дипольного 
момента дырок ( )eq Y t  на резонансной частоте αω = ω  

 
2 2

2 2( ) sin
2

e e
e y

q R N
q Y t E t

a
α

α
α

Γ
= ω

Γ +

. (16) 

Формула (16) позволяет найти скорость изменения сред-
него дипольного момента дырок ( ),eq Y tαω = ω . С дру-
гой стороны, скорость изменения среднего дипольного 
момента системы дырок в пленке можно представить как 

( ) ( )e e yq Y t Nq t= v , где ( )y tv  — средняя скорость дви-
жения дырки в пленке вдоль оси y. Это позволяет уста-
новить связь между величиной ( , )eq Y tαω = ω  и двумер-
ной плотностью тока ( , )yJ tαω = ω 2( )/ .e yNq t L= v  
Последнее соотношение дает возможность оценить 
плотность электрического тока и диагональный элемент 
проводимости ,yy ασ  в пленке на резонансной частоте: 
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2 2

0
, 2 2

0

3
2 2

yy L a
α α

α
α

ε λ Γ σ =   π µ Γ +
. (17) 

При переходе от (16) к (17) мы использовали выраже-
ние для полного числа дырок N в пленке. 

Полную мощность потерь Pα  в пленке при перехо-
дах между состояниями G  и SΨ  можно предста-
вить в виде 

 2 2
,

1
2 yy yP E Lα α= σ . (18) 

Подставив (17) в (18), получим для мощности потерь 
Pα  следующее выражение: 

 
2 2

2 20
2 2

0

3 .
4 2

yP E L
L a
α α

α
α

ε λ Γ =   π µ Γ +
 (19) 

В сильных электрических полях, когда a =   

2
ee yq E R N

α
−

= >> Γ


 (режим насыщения), мощность 

потерь Pα  (19) при ( ) 2/2eN q B L= π  можно выразить 
через индукцию магнитного поля B  и размер пленки L  

 
6

4 4 2
2 3 4

0

1
24

e

e

q
P C B L

c m
=α α

π ε
. (20) 

Таким образом, в режиме насыщения мощность по-
терь не зависит от амплитуды напряженности электри-
ческого поля Ey. При значении индукции магнитного 
поля B = 10 Тл и размере пленки L = 0,2 cм мощность 
потерь в Ge равна 7

2 16,6 10 ВтP −
α= = ⋅ , а число фото-

нов, излучаемых в 1 секунду, равно 2 2/Pα= α=ω =

14 15,2 10 c .−= ⋅  
Следует отметить, что отношение величины /Pα αω  

к вероятности распада αΓ  (7) нестационарного состоя-
ния S  (6) всегда равно 0,5 

 
/

0,5
Pα α

α

ω
=

Γ


, (21) 

т.е. отношение величины /Pα αω  для сильных элект-
рических полей к вероятности αΓ  не зависит от на-
пряженности магнитного поля H, размера пленки L и 
одинаково для всех полупроводников с кубической 
структурой (Ge, Si, InSb, GaAs). 

Формула (21) и формула (7) для αΓ  позволяет 
представить число излучаемых фотонов 2/P Lα αω  в 
1 секунду с единицы поверхности как 

 
22

.2
0

1
3

eP q
L

α

α αα

 π
=  ε λ λ ω 



 (22) 

С помощью выражения (20) для мощности потерь Pα  
можно ввести универсальную мощность потерь 4 2/ ,P C Lα α  
приходящуюся на единицу площади: 

 
6

4
4 2 2 3 4

0

1
24

e

e

P q
B

C L c m
α =

α π ε
. (23) 

Эта величина зависит только от фундаментальных по-
стоянных , ,e ec q m  и индукции магнитного поля B. 

Заключение 

Проведено исследование однофотонного сверхизлу-
чения при циклотронном резонансе в идеальной полу-
проводниковой монокристаллической пленке с кубиче-
ской структурой при низкой температуре, когда в 
начальном состоянии число дырок на уровне Ландау 
n = 0 равно 2( /2 ) ,eN q B L= π  а число дырок на уровне 
Ландау n = 1 равно нулю. Решено уравнение Линдблада 
для матрицы плотности рассматриваемой многочастич-
ной задачи, что позволяет вычислить в режиме насыще-
ния мощность потерь на излучение в терминах экспери-
ментально измеримых величин. 
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Single-photon superradiance in a single-crystal 
semiconductor film in the saturation mode 

A.G. Moiseev and Ya.S. Greenberg 

The paper investigates single-photon superradiance 
at cyclotron resonance in an ideal single-crystal semi-
conductor p-type film with a cubic structure placed in 
a homogeneous static strong magnetic field perpen-
dicular to the film surface. The analysis is performed 
at a low temperature, when the holes density is maxi-
mum at the Landau level n = 0 and is zero at the Lan-
dau level n = 1. Using the Lindblad equation for the 
density matrix, we calculated the current density in the 
film and the parameters of the electromagnetic field 
radiated by the film as a function of the electric field 
strength. It is shown that at the saturation mode when 
the electric field strength is high the universal loss 
power per unit area of the film depends only on the 
fundamental constants c, qe, me and on the induction of 
the magnetic field. 

PACS: 78.67.Bf Nanocrystals, nanoparticles, and 
nanoclusters; 
76.40.+b Diamagnetic and cyclotron reso-
nances; 
73.20.–r Electronic structure and electrical 
properties of surfaces, interfaces, thin films, 
and low-dimensional structures; 
78.47.jh Coherent nonlinear optical spectros-
copy. 

Keywords: cyclotron resonance, semiconductor film, 
single-photon superradiance. 
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