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Проведен критический анализ работ в рамках концепции двухпараметрического скейлинга, а также 
дан краткий обзор современных перколяционных моделей для квантового фазового перехода плато–
плато в режиме квантового эффекта Холла. Мотивацией работы являлось обсуждение теоретических мо-
делей для описания влияния перекрытия и смешивания плотностей локализованных и делокализованных 
состояний на уровнях Ландау на универсальность критических индексов. 
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1. Введение

Представление о последовательности квантовых 
фазовых переходов в сильном магнитном поле в режи-
ме квантового эффекта Холла порождает ряд принци-
пиальных вопросов. 1) Какова природа металлического 
(в центре уровня Ландау) и диэлектрического (между 
уровнями Ландау) поведения проводимости в режиме 
целочисленного квантового эффекта Холла (ЦКЭХ)? 
2) Если описать квантовые переходы между плато в
рамках теории двухпараметрического скейлинга, то 
насколько эта теория устойчива при изменении вида 
потенциала рассеяния, при смешивании уровней Лан-
дау с большими номерами (при факторе заполнения 
больше единицы), при наличии сильного электрон-
электронного, обменного и спин-орбитального взаи-
модействий, к различным механизмам неупругого рас-
сеяния (сбоя фазы) в конкретных экспериментальных 
системах? 3) Что произойдет с универсальностью кри-
тических индексов при переходах между вырожденны-
ми по спину диэлектрическими состояниями ЦКЭХ? В 
последнее время к этой проблеме добавилась еще одна: 
что произойдет с универсальностью критических индек-
сов для переходов при наличии вырождения по псевдо-
спину в структурах с двумя слоями, с туннельно-
связанными двойными квантовыми ямами, для графена 
вследствие наличия у него двух подрешеток? 

2. Теория двухпараметрического скейлинга

История исследования скейлингового поведения 
кинетических коэффициентов в квантовых фазовых 
переходах (КФП) из локализованных состояний в де-
локализованные в режиме целочисленного квантового 
эффекта Холла в двумерных (2D) электронных систе-
мах насчитывает более 30 лет [1–67]. В эксперимен-
тальном плане развитие шло по пути проверки устойчи-
вости универсальности скейлингового поведения и 
реальных значений теоретически предсказанных величин 
критических индексов (длины локализации ~ с

−γξ ν − ν , 
7 / 3γ = , температурных зависимостей длины сбоя фа-

зы /2pL T −
ϕ ∝ , 2p = , и полуширины пиков xxρ  

0( ) ~ ( / )B T T T κ∆ , 0, 42κ = ) этих КФП. Пионерский экс-
перимент (1988 г.) по температурной зависимости пе-
рехода между двумя холловскими плато xyρ  и ширины 
на половине высоты пика диагонального сопротивле-
ния xxρ  подтвердил универсальность критического 
индекса 0, 42 0,04κ = ±  [5]. Практически сразу же были 
обнаружены и отклонения от предсказаний теории 
скейлинга [6–23]. Выяснилось, что критический индекс 
κ  зависит от типа потенциала беспорядка, уровня ле-
гирования, изменяясь от 0,4 до 0,8 [6,7,10,11,17,22]. 
Критический индекс γ  определяется типом и парамет-
рами потенциала беспорядка — при этом может изме-
няться от 4/3γ =  (в классической модели перколяции) 
до 7/3γ =  (в квантовой модели перколяции) [2,3]. Кри-
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тический индекс температурной зависимости длины 
сбоя фазы p зависит от механизмов неупругого рас-
сеяния делокализованных электронов в сильном маг-
нитном поле в центре уровней Ландау (УЛ) и изменя-
ется от 1,0p =  до 3,0–4,0 [44]. 

На сегодняшний день как экспериментаторы, так и 
теоретики пришли к выводу, что теория двухпарамет-
рического скейлинга [1–4] экспериментально не под-
тверждается. 

По каким причинам? 
Во-первых, специфические особенности исследуемых 

2D-электронных систем, как правило, существенно отли-
чаются от заложенных в первоначальную теорию двух-
параметрического скейлинга, предсказания которой не 
зависят от микроскопических деталей беспорядка и элек-
трон-электронного взаимодействия [1,2,6–7]. 

1) Критический индекс κ , в принципе, может быть 
извлечен из любого зависящего от температуры транс-
портного параметра. В идеале было бы предпочти-
тельнее извлечь критическое поведение из проводимо-
стей xxσ  и xyσ , поскольку они являются двумя 
соответствующими параметрами теории двухпараметри-
ческого скейлинга и рабочими параметрами для любой 
теории переноса. Однако в экспериментах необходимо 
найти компромисс между возможностью непосредствен-
но измерять только один коэффициент проводимости, 

xxσ  на диске Корбино, или измерением обеих компо-
нент тензора сопротивления на холловских мостиках, 
одновременно используя холловские контакты и потом 
преобразуя их в проводимости. Осложнение в этом 
последнем процессе может заключаться в том, что 
компоненты сопротивления измеряются на разных 
частях образца, так что небольшие различия в элек-
тронной плотности или наличие других макронеодно-
родностей приводят к искажениям значений критиче-
ских индексов [37]. 

2) В современных наноструктурах с высокими под-
вижностями флуктуации потенциала беспорядка имеют 
дальнодействующий характер вместо короткодейст-
вующего, заложенного в теорию. Иногда в образцах 
обнаруживались макронеоднородности (например, гра-
диенты концентрации носителей заряда) [3,6,7,15,37].  

3) Конечно же, присутствовало дальне- и коротко-
действующее кулоновское электрон-электронное взаи-
модействие [39,46,50], а в структурах с затвором — 
экранирование [54,55].  

4) Особое значение имеют исследования спин-
зависимых эффектов при перекрытии и смешивании 
спин-поляризованных уровней Ландау, когда нужно 
учитывать обменное и спин-орбитальное взаимодейст-
вия [17–31].  

5) Появились структуры с псевдоспином — струк-
туры с двумя слоями, с туннельно-связанными двой-
ными квантовыми ямами, графен с двумя подрешетка-
ми, где уровни Ландау 4-кратно вырождены [33].  

6) Различные физические ситуации и теоретические 
подходы предсказывают различные температурные за-
висимости кинетических коэффициентов в переходной 
области и, как следствие, при анализе эксперименталь-
ных результатов нужно очень осторожно относиться к 
выбору выражения, связывающего все критические ин-
дексы: 

а) 1/2κ = γ , если 1/2
in in( )L D= τ , 1

in ~  T −τ  для диф-
фузионного транспорта [4]; 

б) 2/κ = γ , если 2
in ~ T −τ  для механизма неупругого 

электрон-электронного рассеяния Ландау в чистых 
металлах [2,6]; 

в) /pκ = γ , если 2
in ~ T −τ  для неупругого электрон-

фононного механизма рассеяния при 1,0–4,0p = , в 
зависимости от диапазона температуры и магнитного 
поля [4,7] и мультифрактальности волновой функции 
электрона [7]; 

г) в отличие от случая невзаимодействующих 
электронов, модель квантовой перколяции с кулонов-
ским взаимодействием дает динамический скейлин-
говый критический индекс 1,0z =  [43], что приводит к 

1/ 1/zκ = γ = γ . 
д) наконец, для прыжкового транспорта (variable 

range hopping conduction) в хвостах уширенных беспо-
рядком уровней Ландау в случае рассеяния на корот-
кодействующем потенциале получено 1/κ = γ  [58]. 

7) Однако основным недостатком подавляющего 
числа экспериментальных работ было то, что измерял-
ся один критический индекс, а значения остальных 
считались универсальными или рассчитывались по 
соотношениям, приведенным в 6). И только в послед-
нее время в работах N.A. Dodoo-Amoo et al. [44] были 
одновременно измерены значения всех трех критиче-
ских индексов независимыми методиками. Более того, 
каждый критический индекс желательно измерять не-
сколькими методами. 

На образцах GaAs/AlxGa1–xAs с разным содержани-
ем Al, отвечающим за смену типа рассеивающего по-
тенциала, независимыми методами были определены 
критический индекс длины локализации γ , критиче-
ский индекс длины сбоя фазы p и критический индекс 
ширины полосы делокализованных состояний κ  [44]. 
Было показано, что при смене масштаба рассеивающе-
го потенциала изменяется значение извлеченного из 
частотных зависимостей критического индекса cκ  с 
универсального 0,42cκ =  (мелкомасштабный потен-
циал) на неуниверсальное 0,6cκ =  (крупномасштаб-
ный). Уникальными являются результаты работ [44], 
где авторам удалось показать смену режима квантово-
го протекания на классическое по изменению значения 
критического индекса длины локализации при измене-
нии масштаба рассеивающего потенциала (образцы с 
разным содержанием Al) и при изменении соотноше-
ния характерных длин lϕ, ξ  и pξ  с увеличением часто-
ты. Значения других критических индексов оказались 
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зависимы: κ  — от номера уровня Ландау, p — от ве-
личины подвижности электронов.  

Нетрудно убедиться, что все соотношения, связы-
вающие критические индексы в рамках теории скей-
линга и соответствующей ей перколяционной модели 
Чалкера–Коддингтона [4], не выполняются при под-
становке экспериментально независимо полученных 
значений критических индексов.  

Когда уровни Ландау перекрываются, возникает во-
прос, остается ли при этом неизменной универсаль-
ность критического поведения [1,2]. С одной стороны, 
на основе различных моделей и методов расчета во 
многих теоретических работах утверждается, что, не-
смотря на сильное перемешивание, класс универсаль-
ности каждого перехода остается прежним [18,19]. Од-
нако учет взаимодействий (электрон-электронного или 
спин-орбитального), а также типа потенциала беспо-
рядка может существенно изменить ситуацию 
[20,21,24–28,30,31]. Следует отметить, что отсутствует 
систематическое экспериментальное исследование 
этой проблемы. Есть лишь несколько экспериментов в 
случае смешивания (миксинга) уровней Ландау. 

И наконец, во-вторых. Возможно, все наблюдаемые 
аномалии связаны с фундаментальными причинами в 
самой теории двухпараметрического скейлинга [1–3]. 
Ненулевое продольное магнитосопротивление в режиме 
квантового эффекта Холла в настоящее время понима-
ется в терминах перколяции двумерного электронного 
газа по контурам неупорядоченного потенциала, так 
называемым эквипотенциалям. В сетевой модели элек-
тронных траекторий одномерные линии передачи со-
единены седловыми точками, где может происходить 
рассеяние или туннелирование между эквипотенциаля-
ми [4]. Если энергия электрона меньше энергии седло-
вой точки cEε < , траектории отражаются седловой 
точкой, и электроны движутся вокруг потенциальной 
долины — по эквипотенциалям. Если энергия элек-
трона ε больше или равна седловому потенциалу 

cEε ≥ , электрон туннелирует через потенциальный 
барьер, и туннельные процессы должны быть приня-
ты во внимание, так как электроны могут прыгать 
между различными эквипотенциалями. При этой 
энергии появляется возможность для электронов про-
течь (перколировать) через весь образец, что приво-
дит к конечным значениям сопротивлений в пиках в 
переходных областях между различными квантовохол-
ловскими плато. 

В течение десятилетий теоретики пытаются усо-
вершенствовать перколяционную модель [4], в рамках 
которой получены соотношения, связывающие крити-
ческие индексы, чтобы объяснить наблюдаемые ано-
малии. В частности, проверить соотношение /2pκ = γ , 
где κ , p и γ  — критические индексы температурных 
зависимостей ширины пиков сопротивления, длины 

неупругого рассеяния (сбоя фазы) и длины локализа-
ции соответственно. 

Слишком много приближений и ограничений было 
заложено в раннюю перколяционную модель. Элек-
трон-электронное взаимодействие как в центрах плато 
ЦКЭХ, так и в центрах УЛ не учитывалось. Общепри-
нятая картина целочисленного квантового эффекта 
Холла подразумевает, что существует только одно де-
локализованное состояние в центре уширенного за 
счет беспорядка уровня Ландау с энергией cE E=  (од-
на критическая точка). 

Практически сразу же возникли трудности при ин-
терпретации экспериментальных результатов с помо-
щью этой простой модели, когда, например, значение 
критического индекса длины локализации отличалось 
от универсального 7/3γ ≠  [23].  

Авторы [57] отмечали, что, несмотря на обилие экс-
периментальных работ, ни в одной из них не было 
проверено, действительно ли обнаруженные скейлин-
говые соотношения наблюдаются в пределах кванто-
вой критической области. На их взгляд, именно опре-
деление границ квантовой критической области в 
разных координатах, отражающих характерные мас-
штабы длин, и управляющие параметры переходов в 
КЭХ даст, наконец, прояснение в вопросе об универ-
сальных и не универсальных значениях критических 
индексов, получаемых в эксперименте. К настоящему 
моменту в научной литературе появились попытки 
построить такие фазовые диаграммы. В работе [44] 
авторы схематически представляют квантовую крити-
ческую область и область классического протекания в 
координатах магнитное поле B –обратная длина сбоя 
фазы 1/Lϕ , которая зависит от температуры и частоты. 
Основная идея этой схемы, подтверждаемой и теорией 
протекания и экспериментальными данными, показать, 
что существует разрушение квантовой критической 
природы переходов плато–плато КЭХ при достаточно 
высоких температурах. Еще в одной известной нам 
работе [56] схематически построена зависимость ши-
рины перехода от характерных масштабов длины в 
системе, которая помогает качественно объяснить экс-
периментально наблюдаемые закономерности. Эта 
идея кажется нам более красивой, так как унифицирует 
больше параметров, от которых зависит система. Та-
ким образом, построение фазовых диаграмм переходов 
между состояниями разных квантовохолловских жид-
костей с указанием квантовой критической области и 
соответствующих соотношений характерных длин в 
реальных системах представляется весьма интересной 
и важной задачей в качестве жирной точки в вопросе 
об универсальности критических индексов.  

Основные проблемы появились, когда начались ис-
следования спин-зависимых эффектов при перекрытии 
и смешивании (миксинге) спин-поляризованных УЛ. 
Сразу же возникли вопросы, что будет с универсаль-

212 Low Temperature Physics/Фізика низьких температур, 2019, т. 45, № 2 



К вопросу об универсальности критических индексов в режиме квантового эффекта Холла 

ностью при сближении двух критических точек, так 
как первоначальная теория скейлинга построена на 
предположении одной критической точки. Экспери-
мент [25] демонстрировал удвоение значения критиче-
ского индекса длины локализации 2 7/3γ = ⋅ . 

При смешивании спин-поляризованных уровней 
Ландау возникающее взаимодействие (обменное, спин-
орбитальное) электронов на разных уровнях Ландау 
усложняет эту задачу и ставит под сомнение устойчи-
вость указанной выше универсальности скейлингового 
поведения. С одной стороны, основываясь на различ-
ных моделях (в частности, 2-канальная модель Чалке-
ра–Коддингтона [4,18,19]) и расчетных подходах, во 
многих теоретических работах авторы пришли к выво-
ду, что смешивание уровней Ландау не изменит уни-
версальности квантовохолловского фазового перехода 
при одном условии — если уровни Ландау не взаимо-
действуют.  

Нежизнеспособность этой идеализированной моде-
ли была очевидна, так как роль различных типов взаи-
модействия электронов (обменного, неупругого, спин-
орбитального и т.п.) при смешивании спин-
поляризованных уровней Ландау существенно возрас-
тает. В частности, спин-орбитальное взаимодействие 
(СОВ) вызывает ярко выраженные эффекты в неупоря-
доченных системах. 

Очевидно, что аномальное поведение скейлинговых за-
висимостей для двух перекрытых уровней Ландау могут 
быть объяснены только c учетом спин-орбитального 
взаимодействия. Возникает вопрос, как может слабое СО 
взаимодействие так сильно проявиться в проводимости? 

3. Перколяционные модели КФП плато–плато в 
режиме КЭХ  

С начала 90-х годов усилия теоретиков [18–22, 
38,39,46–50,60,61,63–77] были направлены на создание 
усовершенствованной перколяционной (протекатель-
ной) модели КФП плато–плато в режиме КЭХ с учетом 
перечисленных выше проблем. За последние 30 лет 
имеется порядка 100 теоретических работ, в которых 
предпринимались усилия разработать перколяционную 
модель, которая расставила бы все точки над «i» в 
проблеме универсальности критических индексов 
КФП в режиме квантового эффекта Холла.  

Мы даем краткий обзор этих работ, чтобы понять, в 
каком направлении следует сосредоточить дальней-
шую работу при объяснении экспериментально на-
блюдаемых аномалий. Начнем с модели Чалкера–
Коддингтона [4]. 

3.1. Модель Чалкера–Коддингтона 

Модель Чалкера–Коддингтона — самая популярная 
решеточная модель ЦКЭХ [4]. Она позволяет доста-
точно просто и наглядно описать квантовый фазовый 

переход между плато в КЭХ при нулевой температуре 
[2,4]. Поведение кондактанса в такой ситуации в окре-
стности перехода между плато удалось исследовать в 
рамках модели Чалкера–Коддингтона как численно [2], 
так и с помощью метода ренормализационной группы 
в реальном пространстве [1,3]. Квантовая частица 
(электрон) пролетает по связям простой квадратной 
решетки, рассеиваясь на ее узлах так, что дальнейшее 
направление движения задается магнитным полем, в 
котором находится эта решетка. 

Несмотря на кажущуюся простоту, эта модель все-
таки достаточно сложна в силу сложности интерфе-
ренции, которая сопровождает процесс распростране-
ния квантовой частицы в системе с большим числом 
центров рассеяния. Природа квантовой локализации в 
ней не изучена достаточно полно. Например, до сих 
пор неизвестно с необходимой точностью значение 
критического индекса длины локализации [65]. 

Рассмотренный же классический перколяционный 
аналог этой модели допускает простое описание кри-
тического поведения, причем обнаруживает некоторые 
общие черты со своим прообразом — в критические 
зависимости для сопротивления и проводимости и в их 
функции распределения в точке порога протекания 
входит только критический индекс длины локализации 
γ . Можно сделать вывод, что это свойство является 
следствием не квантовой природы перехода между 
плато в целочисленном эффекте Холла, а скорее общей 
геометрии рассматриваемых задач. 

В [65] отмечается также, что в работе [4] использо-
ваны крайне простые и нетрудоемкие методы расчета 
критических индексов, не применялись какие-либо 
«изощренные» вычислительные процедуры вроде ме-
тода Монте-Карло, вообще говоря, пригодного для 
задач данного круга. Тем не менее критические индек-
сы получены с удивительно высокой точностью, кото-
рую трудно достичь при исследовании обычной задачи 
протекания. 

Можно указать на две причины столь высокой точ-
ности. Во-первых, пути, по которым может двигаться 
частица, имеют в рассматриваемой ситуации очень 
простую структуру — они не могут сходиться, раз-
ветвляться и пересекаться друг с другом. Это значи-
тельно упрощает ренорм-групповую процедуру. Во-
вторых, удачно выбраны кластеры для преобразований 
ренормализационной группы.  

3.2. Классические и квантовые протекательные 
модели 

Что общего и в чем различие классической и кван-
товой протекательных моделей для частицы, движу-
щейся в случайной неупорядоченной среде? 

Локализованное состояние в квантовом случае опи-
сывается волновой функцией, распространяющейся на 
конечное расстояние, называемое длиной локализации. 
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В классическом случае траектории частиц представ-
ляют собой замкнутые орбиты, ограниченные по про-
тяженности. Механизм, с помощью которого локализа-
ция может происходить в этих двух случаях, очень 
различен, так как квантовая интерференция и квантовое 
туннелирование, которые играют решающую роль в 
квантовой локализации, не имеют классического аналога. 

Теоретические исследования локализации в режиме 
КЭХ за отправную точку обычно берут квазиклассиче-
скую картину. Согласно квазиклассической теории, 
электронное состояние в сильном магнитном поле и в 
плавном потенциале может быть разложено на быстрое 
циклотронное движение и медленно дрейфующее дви-
жение центров циклотронных орбит. Кинетическая 
энергия циклотронного движения квантована 

( 1/2)c cE n= + ω , где cω  — частота циклотронного 
движения, а n — индекс уровня Ландау. Траектория 
дрейфующего движения центра циклотронной орбиты 
проходит по эквипотенциальному контуру величины 

0 cV E E= − , где E  — полная энергия электрона. Экви-
потенциальный контур состоит из множества петель, и 
каждая петля соответствует одному квантовому со-
стоянию. Квантово-механические свойства проявляют-
ся в седловых точках потенциала, где электрон может 
туннелировать с одной эквипотенциальной орбиты на 
другую. 

В полуклассических приближениях [4] интерферен-
ционные эффекты (обратное рассеяние), как представ-
ляется, играют лишь незначительную роль, и только 
туннелирование отвечает за изменение классической 
экспоненты перколяции 2 4/3Dγ =  в квантовую 

21 7/3Dγ = + γ = . Настоящее понимание сетевых моде-
лей состоит в том, что и квантовое туннелирование, и 
интерференционные эффекты важны для получения 
правильного (!) значения критического индекса. 

Другими словами, вблизи cE  существует узкая 
«туннельная» полоса шириной 2Γ( / )t Bl d∆ = , где Γ  — 
ширина уровня Ландау, Bl  — магнитная длина, а d  — 
длина корреляции случайного потенциала. В этой по-
лосе необходимо учитывать квантовые туннельные 
эффекты. В этом случае длина локализации locξ  расхо-
дится как cE E −γ− , где 7/3γ =  [2].  

Вне этой полосы ( Δc tE E− > ) квантовые эффекты 
не играют никакой роли, и перколяция становится 
классической. При этом электрон рассеивается между 
линиями передачи (эквипотенциалями), образующими 
перколяционный кластер с характерной длиной pξ . 
Размер перколяционного кластера расходится по уни-
версальному закону 4/3~p cE E −ξ −  [2,3]. В кванто-
вом режиме интерференция между электронными 
волнами отвечает за локализацию. Это вносит в задачу 
энергетический масштаб Δc, в пределах которого ло-
кализацию можно рассматривать с точки зрения длины 
сбоя фазы. Скейлинговый анализ диффузионного пе-
реноса [4] показывает, что переход между локализо-

ванными и делокализованными состояниями опреде-
ляется условием 

 ( )in loc~ ΔcL ξ , (1) 

где inL  — длина сбоя фазы из-за неупругого рассеяния. 
Вторую энергетическую шкалу Δc можно определить 
из уравнения (1). Из-за существования двух энергети-
ческих шкал поведение системы должно зависеть от 
отношения Δ /Δc t  [4]. Таким образом, только для 
Δ /Δ 1c t   и tkT ∆  справедливо отношение (1), и Δc 
проявляет универсальное скейлинговое поведение (это 
случай короткодействующего потенциала). В против-
ном случае ширина пика проводимости растет линейно 
с ростом температуры, однако для короткодействую-
щего потенциала, даже при выполнении условия уни-
версального скейлинга (1), температурная зависимость 
переходной области не универсальна, а зависит от не-
упругого рассеяния: 

 ~cE E T κ− , (2) 

с /pκ = γ , где p — критический индекс механизма не-
упругого рассеяния. 

3.3. Учет типа потенциала: короткодействующий 
беспорядок 

Характерный пространственный масштаб, с кото-
рым следует сравнивать масштаб изменения случайно-
го потенциала, определяется магнитной длиной Bl , а 
характерная энергия — это циклотронная энергия. По-
этому возможны два предельных вида случайного по-
тенциала: короткодействующий, если изменение по-
тенциальной энергии электрона на магнитной длине 
сравнимо с циклотронной энергией или превышает ее, 
и плавный в противном случае. В первых эксперимен-
тах исследуемые структуры имели короткодействую-
щий случайный потенциал, созданный близко распо-
ложенными к двумерным электронам примесями и 
шероховатостями поверхности. Позднее были созданы 
структуры с плавным (дальнодействующим) потенциа-
лом. Результаты, полученные до 1995 года, рассматри-
ваются в ссылках [2,3]. Применялись различные под-
ходы: рекурсивный метод функций Грина, эволюция с 
размером образца числа состояний с ненулевыми чис-
лами Черна и анализ размерным скейлингом числа 
Таулесса [2]. 

Неуниверсальность критического индекса κ  была 
интерпретирована как взаимоигра между различными 
механизмами рассеяния [66] или как следствие влия-
ния подвижности на электрон-фононное рассеяние 
[67]. Неуниверсальное поведение κ  было объяснено 
как переход от короткодействующего потенциала к 
дальнодействующему случайному потенциалу. В этом 
случае Bd l , так что для реалистичных температур 

tkT ∆  ширина пика проводимости будет расти ли-
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нейно с T , что даст 1κ ≈  в отношении (2) [24]. Однако 
точные доказательства трудно привести, отчасти пото-
му, что температурная зависимость измеряет общий 
показатель κ  и не различает критические индексы 
взаимодействия и перколяции. 

Предыдущие численные исследования [2] показы-
вают, что длина локализации увеличивается с прибли-
жением к центру полосы УЛ с критическим индексом 
длины локализации 7/3γ = . В этих исследованиях слу-
чайный потенциал предполагался короткодействую-
щим и коррелированным. Вопрос о том, как степень 
корреляции потенциала может влиять на величину 

7/3γ = , рассмотрен в [79]. 

3.5. Учет типа потенциала: дальнодействующий 
беспорядок 

Все численное моделирование [4,19,48] проводи-
лось в рамках представлений сетевой модели Чалкера–
Коддингтона [4]. Рассматриваемые вопросы были по 
существу такими же, как и в случае короткодействую-
щего беспорядка. Помимо расчета γ  [4,61], сетевая 
модель использовалась для исследования 

a) спин-вырожденного случая [19,48]; 
б) влияния смешивания уровней Ландау на положе-

ние делокализованных состояний [60]; 
в) для демонстрации того, что это смешивание не 

изменяет класс универсальности КФП [18];  
г) для анализа продольной и поперечной проводи-

мости в области перехода [19]; 
д) чтобы проследить размытие единичного делока-

лизованного состояния в металлическую полосу в 
сверхрешетке [78].  

3.6. Учет электрон-электронного взаимодействия 

Теоретические представления [1–4] относятся к 
системе невзаимодействующих электронов, тогда как в 
реальных системах необходимо учитывать электрон-
электронное (e–e) взаимодействие. Попытки учесть 
влияние e–e взаимодействия на критические свойства 
переходов плато–плато в режиме целочисленного КЭХ 
предпринимались и ранее (см., например, [18,19]), од-
нако последовательный подход развит в работе [46] и 
изложен в работе [38]. Обобщенный подход, предло-
женный в этих работах, согласовывает механизм дело-
кализации в условиях сильного квантующего магнит-
ного поля с теорией Финкельштейна для эффектов 
локализации и e–e взаимодействия [50]. При этом 
обосновывается применимость скейлинговой концеп-
ции при рассмотрении ширины переходов плато–плато 
КЭХ для взаимодействующих электронов (трехпара-
метрический скейлинг). В частности, для случая ко-
роткодействующего потенциала e–e взаимодействия 
фиксированная точка, соответствующая делокализо-
ванному состоянию при 1/2xy iσ = + , остается стабиль-
ной относительно взаимодействия [18,19,38,39]. 

Теории двухпараметрического скейлинга (для не-
взаимодействующих электронов) или трехпараметри-
ческого скейлинга (с учетом e–e взаимодействия), ре-
шая принципиальные вопросы, не дают конкретных 
значений критических индексов. Результаты числен-
ных расчетов критического индекса длины локализа-
ции для модели невзаимодействующих электронов, 
полученные Хакестейном и Крамером [74] и подтвер-
жденные во многих последующих работах (см. обзор 
Хакестейна, а также ссылку [6] в работе [38]), таковы: 

2,35 0,03γ = ± . Эти результаты в последнее время под-
вергнуты ревизии, что привело к большему значению 

2,62 0,06γ = ±  (см. [75], а также [39] и ссылки там). 
Количественные оценки предполагаемого значения 

параметра κ в моделях с учетом короткодействующего 
e-e взаимодействия немногочисленны и разноречивы. 
Приведем оценки, сделанные разными авторами: 

1) 0, 21κ =  ( 2,3γ = , 2z =  — динамический крити-
ческий индекс, 1/zκ = γ) [18,19], 0, 21κ =  ( 2,3γ = , 

1p = ) [49], 
2) Пруискен, Бурмистров [38]: 0,29 0,04κ = ±  

( 2,30–2,38γ = ,  1, 22–1,48p = ); если взять 2,62 0,06,γ = ±  
получим 0.26 0.05κ = ± , 

3) Бурмистров и др. [39]: 1,62p ≈ ; 0,346κ ≈  (при 
2,35γ = ) и 0,314κ ≈  (при 2,59γ = ). 

4) Данфорд и др. [76] показали, что для структур 
Si/Si0,87Ge0,13 в квантовой критической области скей-
линговые соотношения действительно выполняются 
с показателем степени 0,70 0,05κ = ±  на переходе 
между холловскими жидкостями с 1i = , 2i =  и с по-
казателем степени 0,68 0,05κ = ±  в случае перехода с 

0i = , 1i = . 
Отметим, что в [49,39] предлагается способ экспе-

риментальной реализации 2D-системы с конечным 
радиусом действия e–e потенциала — введение в обра-
зец параллельного металлического слоя [49] (внешнего 
металлического затвора [39]), что привело бы к эффек-
тивному экранированию дальнодействующего куло-
новского потенциала. В случае кулоновского потен-
циала e–e взаимодействия для теоретических значений 
критических индексов в области переходов плато–
плато КЭХ (κ , γ , p) в настоящее время не существует 
ни аналитических предсказаний, ни развитых прибли-
женных численных методов [39]. Более того, в [38,77] 
на фундаментальном уровне доказывается, что дально-
действующий кулоновский потенциал (в отличие от 
потенциала с конечным радиусом действия) переводит 
проблему переходов плато–плато КЭХ в другой (не-
фермижидкостный) класс универсальности. 

В экспериментах по наблюдению ЦКЭХ в SI-MOSFET 
[9] и двумерных системах GaAs/AlGaAs, различающихся 
по типу и концентрации легирующей примеси [10,11], 
наблюдалась зависимость величины критического индек-
са κ  от номера уровня Ландау, подвижности носите-
лей и параметров (технологии) легирования. 
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Разброс значений скейлингового показателя степе-
ни κ  объясняют различием механизмов неупругого 
рассеяния в различных системах, определяющих зна-
чение показателя p в температурной зависимости дли-
ны сбоя фазы [76], или принадлежностью переходов к 
разным классам универсальности [27].  

3.7. Перколяционная модель КФП плато–плато в 
режиме КЭХ при миксинге уровней Ландау [17–19] 

Здесь разработаны: 
a) двухканальная версия сетевой модели Чалкера–

Коддингтона без учета e–e взаимодействия смешанных 
уровней Ландау; 

б) двухканальная версия сетевой модели Чалкера–
Коддингтона с учетом кулоновского и обменного е–е 
взаимодействия в случае смешанных уровней Ландау; 

в) учет неупругого е–е взаимодействия (a non-
Fermi-liquid-like behavior). 

Теория скейлинга построена на предположении, 
что в одноэлектронном приближении имеется только 
одно делокализованное состояние на каждом из кван-
товых уровней. Хотя в [1–4,19] утверждается, что 
перемешивание уровней Ландау не изменяет класс 
универсальности, однако взаимодействие электронов 
с разными направлениями спинов приводит к появле-
нию полосы делокализованных состояний даже при 
абсолютном нуле температуры [24], что называется 
одной из причин наблюдения неуниверсального скей-
лингового поведения. 

3.8. Перколяционная модель КФП плато–плато при 
учете спин-орбитального взаимодействия 

Спин-орбитальное взаимодействие вызывает ярко 
выраженные эффекты в неупорядоченных системах. 
Несмотря на эти замечательные эффекты, существует 
лишь несколько экспериментальных исследований 
СОВ в режиме целочисленного квантового эффекта 
Холла. Одна из возможных причин заключается в том, 
что при наличии сильного магнитного поля СОВ не 
должен изменять симметрию гамильтониана и, следова-
тельно, не может влиять на класс универсальности. 
Контрпример, однако, существует в сильно локализо-
ванном режиме, где СОВ увеличивает длину локали-
зации даже при наличии сильного магнитного поля. 
Спиновое перемешивание, индуцированное случай-
ным магнитным полем, изучалось в [30,68] (как спе-
цифическая модель для СОВ) и [69]. Основной вывод 
состоит в том, что случайный эффект Зеемана вызы-
вает расщепление спин-вырожденного перехода КЭХ, 
но не изменяет его класс универсальности. Критиче-
ский индекс для такого рода беспорядка тогда остает-
ся около 2,35 0,02± , принятое числовое значение для 
перехода КЭХ [70]. 

3.9. Перколяционная сетка краевых состояний 

В работе [59] исследована перколяционная сетка 
краевых состояний в искусственном потенциале решет-
ки антиточек в образцах с затвором в сильном магнит-
ном поле. Продольное сопротивление решетки антито-
чек демонстрирует П-образное (box-like) поведение в 
определенных диапазонах магнитного поля вследствие 
отражения верхнего (первого) краевого состояния по-
тенциалом седловой точки между двумя антиточками. 
Пик между нулевым и квантованным сопротивлением 
имеет температурную зависимость, обусловленную 
уширением перколяционного перехода неупругим рас-
сеянием. Обнаружено, что смещение точки перехода в 
магнитном поле с температурой происходит из-за мик-
синга между уровнями Ландау вследствие неупругого 
рассеяния. Это позволяет разделить критический индекс 
механизма рассеяния р и критический индекс длины 
локализации γ в переходе локализация–делокализация. 

4. Заключение 

При исследовании квантового эффекта Холла в 
полупроводниковых гетероструктурах n-
In0,9Ga0,1Аs/In0,81Al0,19As обнаружен ряд аномалий в 
поведении продольного xxρ  и холловского xyρ  магнито-
сопротивлений в области квантовых фазовых переходов 
плато–плато, в частности, сильная зависимость найден-
ных скейлинговых индексов κ  и γ  от типа перехода [52]. 

Наблюдаемые аномалии не удается объяснить в рам-
ках стандартной теории двухпараметрического скейлин-
га [1–3], предсказывающей универсальность всех кри-
тических индексов. Теория скейлингового поведения 
кинетических коэффициентов в режиме квантового эф-
фекта Холла [1–3] в свое время была построена в одно-
электронном приближении для случая короткодейст-
вующего потенциала беспорядка и при наличии одной 
критической точки.  

Однако при экспериментальном исследовании реа-
льных полупроводниковых 2D-структур эти прибли-
жения, как правило, не выполняются. В частности, в 
реальных ситуациях нужно учитывать дальнодейст-
вующий характер потенциала беспорядка, вырождение 
уровней Ландау, когда две критические точки прибли-
жаются друг к другу, а также электрон-электронное, 
обменное и спин-орбитальное взаимодействия. 

В данной работе дан краткий обзор современных 
перколяционных моделей квантового фазового пере-
хода плато–плато в режиме квантового эффекта Холла, 
чтобы понять, в каком направлении следует сосредо-
точить дальнейшую работу для объяснения экспери-
ментально наблюдаемых аномалий, а именно для опи-
сания влияния перекрытия и смешивания плотностей 
локализованных и делокализованных состояний на 
уровнях Ландау на универсальность критических ин-
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дексов в 2D-системах n-In0,9Ga0,1Аs/In0,81Al0,19As с 
сильным спин-орбитальным взаимодействием. 
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До питання про універсальність критичних індексів 
в режимі квантового ефекту Холла 

Ю.Г. Арапов, С.В. Гудина, Е.В. Дерюшкіна, 
Н.Г. Шелушініна, М.В. Якунін 

Проведено критичний аналіз робіт в рамках концепції дво-
параметричного скейлінга, а також дано короткий огляд сучас-
них перколяційних моделей для квантового фазового переходу 
плато–плато в режимі квантового ефекту Холла. Мотивацією 
роботи було обговорення теоретичних моделей для опису впли-
ву перекриття та змішування щільностей локалізованих й дело-
калізованих станів на рівнях Ландау на універсальність критич-
них індексів. 

Ключові слова: гіпотеза скейлінга, перколяційні моделі, кван-
товий ефект Холла. 

On the issue of critical exponents universality in the 
quantum Hall effect regime 

Yu.G. Arapov, S.V. Gudina, E.V. Deryushkina, 
N.G. Shelushinina, and M.V. Yakunin 

The paper provides a critical analysis of works in the frame-
work of the concept of two-parameter scaling, as well as a brief 
review of modern percolation models for the plateau-plateau 
quantum phase transition in the quantum Hall effect regime. The 
motivation for our work was to discuss the theoretical models for 
understanding the effect of overlapping and mixing of the densi-
ties of localized and delocalized states at Landau levels on the 
universality of critical indices. 

Keywords: scaling, percolation models, quantum Hall effect. 
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