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Pазвита неэмпирическая версия квантово-механической модели деформируемых и
поляризуемых атомов (модель К.Б. Толпыго) с учетом многочастичного взаимо-
действия для исследования упругих свойств кристаллов инертных газов (КИГ) Ne,
Ar, Kr, Xe в широком интервале давлений. Показано, что наблюдаемое отклонение
от соотношения Коши δ(р) для Ne, Kr, Xe невозможно воспроизвести адекватно,
учитывая только многочастичное взаимодействие. Индивидуальная зависимость
δ(р) для каждого из кристаллов есть результат двух конкурирующих взаимодей-
ствий – многочастичного и квадрупольного, проявляющегося в квадрупольной де-
формации электронных оболочек атомов при смещениях ядер. Вклады от этих
взаимодействий в Ne, Kr и Xe с хорошей точностью компенсируются, что обеспе-
чивает для δ величину, слабо зависящую от давления. В случае Ar преобладает
многочастичное взаимодействие, сжатый Ar имеет отрицательное отклонение
от соотношения Коши, абсолютная величина которого растет с повышением
давления. Учет квадрупольного взаимодействия особенно важен в тяжелых кри-
сталлах инертных газов Kr и Xe. Представленные ab initio рассчитанные зависи-
мости упругих модулей Бирча Bij(p) и δ(p) хорошо согласуются с экспериментом.

Ключевые слова: кристаллы инертных газов, деформация электронных оболочек,
квадрупольное взаимодействие, многочастичное взаимодействие, высокое давле-
ние, короткодействующее отталкивание, соотношение Коши

Неемпірична версія квантово-механічної моделі атомів, що можуть деформува-
тися й поляризуватися (модель К.Б. Толпиго) з урахуванням багаточасткової
взаємодії розвивається для дослідження пружних властивостей кристалів
інертних газів (КIГ) Ne, Ar, Kr i Xe у широкому інтервалі тиску. Показано, що
відхилення від співвідношення Коші δ(р), яке спостерігається в Ne, Kr i Xe, немож-
ливо адекватно відтворити з урахуванням тільки багаточасткової взаємодії.
Індивідуальна залежність δ(р) для кожного з кристалів являє собою результат
двох конкуруючих взаємодій – багаточасткової та квадрупольної, що проявляється
в деформації електронних оболонок атомів при зсувах ядер. Внески від цих
взаємодій у Ne, Kr i Xe з хорошою точністю компенсуються, що забезпечує для δ
величину, яка слабо залежить від тиску. У разі Ar переважає багаточасткова
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взаємодія, стиснений Ar має негативне відхилення від співвідношення Коші, абсо-
лютна величина якого збільшується з ростом тиску. Урахування квадрупольної
деформації особливо важливе у важких кристалах інертних газів Kr i Xe. Пред-
ставлені ab initio розрахунки залежностей пружних модулів Бірча Bij(p) i δ(p) доб-
ре узгоджуються з експериментальними даними.

Ключові слова: кристали інертних газів, деформація електронних оболонок,
квадрупольна взаємодія, багаточасткова взаємодія, високий тиск, короткодіюче
відштовхування, співвідношення Коші

1. Введение

Всестороннее исследование свойств кристаллов при всевозрастающих
давлениях вызывает большой интерес, начиная с конца прошлого века, что
связано с открывшимися возможностями в экспериментальной технике. В
1975 г. впервые были получены статические давления ~ 1 Mbar [1], а в 1992 –
5.6 Mbar [2], что превышает давление в центре Земли (3.5 Mbar). Особый
интерес вызывает исследование упругих свойств сжатых атомарных криок-
ристаллов – КИГ, поскольку они находят широкое применение как среды,
передающие давление в экспериментальных установках, а также являются
удобными объектами для разработки и отладки новых расчетных методов.

При экспериментальном изучении свойств вещества в условиях сверхвы-
соких давлений возникает ряд специфических проблем, требующих теории,
разработанной специально для данных условий. К таким проблемам отно-
сится учет многочастичного и электрон-фононного взаимодействий в дина-
мике решетки.

Теория динамики решетки, развитая К.Б. Толпыго на основе «первых прин-
ципов» [3–6], успешно применяется для описания свойств щелочно-галоидных
кристаллов, полупроводников и диэлектриков [7–13]. Наиболее существенным
в подходе К.Б. Толпыго является выход за одноэлектронное приближение при
построении адиабатического потенциала. А именно, рассмотрение деформи-
руемых электронных оболочек ионов учитывает отклик системы электронов
кристалла на колебания ядер. Рассмотрение дипольных моментов оболочек по-
зволило сделать вывод, что не только в ионных, но и в молекулярных кристал-
лах определенную роль для устойчивости фононов играют дальнодействующие
силы (типа диполь-дипольных). Таким образом, для неметаллических кристал-
лов оказался возможным единый подход, позволяющий реализовать адиабати-
ческое приближение Борна–Оппенгеймера и явно учесть деформацию элек-
тронных оболочек атомов при колебании ядер.

Серия работ [14–31], выполненная сотрудниками ДонФТИ за последние
10–12 лет, посвящена изучению межатомного взаимодействия и динамиче-
ской теории решетки ГЦК-кристаллов, подвергнутых всестороннему сжа-
тию. Исследование опирается на знание волновой функции основного со-
стояния электронной подсистемы, которая, в свою очередь, конструируется
из функции основного и возбужденного состояний атомов. При этом требу-
ются не сами волновые функции, а взятые от них интегралы. Это позволяет
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рассчитать ряд характеристик кристаллов из первых принципов в широком
интервале давлений, сопоставить некоторые вычисленные параметры с па-
раметрами, определенными ранее из опытов при p = 0. При этом также по-
лучено взаимодействие элементарных электронных возбуждений с колеба-
ниями решетки (электрон-фононное взаимодействие в дипольном и квадру-
польном приближении). Поскольку система многоэлектронная, основным
методом анализа выбран метод Хартри–Фока. Он четко сформулирован,
достаточно точен и не слишком сложен для реализации на современных
компьютерах [32].

В данном обзоре цикла работ «Квадрупольное взаимодействие в динами-
ке решетки сжатых кристаллов инертных газов в модели деформируемых
атомов» [26–31] на основании общей теории, представленной в [28,29], и
модели, разработанной в [30,31], проведено количественное исследование
упругих свойств КИГ при больших давлениях. Анализируются соотношения
Коши в широком интервале давлений для всего ряда Ne–Xe.

2. Адиабатический потенциал кристалла
в модели деформируемых атомов

Следуя работам [7,12,33], выведем потенциальную энергию решетки U из
среднего гамильтониана электронной подсистемы H , минимизируя его по
параметрам, описывающим слабую деформацию электронной волновой
функции Ψ. Выражение для U получим в виде (детали расчета и обозначе-
ния см. в работах [7,12])
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Первые четыре члена описывают деформацию электронных оболочек (α
и β44 – коэффициенты дипольной и квадрупольной поляризуемостей); сле-
дующие три члена дают силы Ван-дер-Ваальса; K – кулоновское (в класси-
ческом смысле) взаимодействие всех диполей lP  и квадруполей lQαβ  между
собой. Наконец, короткодействующие силы определены формулой
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Здесь 
9
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где 12P̂  – оператор перестановки электронов r, r′.
Рассмотрим первое слагаемое в (2). Следует отметить, что волновые

функции атомов ( )0 1 2, ...lψ r r  многоэлектронные, но в одноэлектронном при-
ближении их можно представить в виде соответствующих детерминантов,
построенных на ψ-функциях электронов изолированного атома и удовлетво-
ряющих уравнению Хартри–Фока (приближение Хартри–Фока).

Выражение для короткодействующей энергии электронов кристалла Esr
(2) можно записать в виде разложения по степеням интеграла перекрытия
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где ( )s sϕ − =r l l  – волновая функция электрона изолированного атома
(атомная орбиталь), центрированная на узле l решетки кристалла в состоя-
нии с номером s (l и m пробегают все N узлов). Здесь и далее по тексту
штрих у знака суммы означает m ≠ l.

Первое слагаемое в (5) представляет сумму энергий изолированных ато-
мов, не зависящую от межатомных расстояний в кристалле. Ее можно вклю-
чить в начало отсчета энергии. Второе слагаемое состоит из двухцентровых
интегралов: матричных элементов от потенциала электрон-ионного взаимо-
действия enV m , потенциала нейтрального изолированного атома 0V m  и потен-

циала обменного межатомного взаимодействия exV m , построенных на атом-
ных орбиталях sl . Слагаемое W2 – ортогонализационная поправка, квадра-
тичная по S:
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Разложение элементов ортогонализующей матрицы 1( )−= − +P I I S  по
степеням матрицы интегралов перекрытия S пропорционально S и S2.

Поправка W2 соответствует двухчастичным взаимодействиям в кристал-
ле. Слагаемое W3 – поправка третьей степени по S, содержащая трехцентро-
вые интегралы, соответствует трехчастичным взаимодействиям:
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Аналогично для W4, W5, W6 (см. подробнее [27]).
В работе [27] получена приближенная форма трехчастичного взаимо-

действия в случае, когда атомы l, l′, l″ образуют равносторонний тре-
угольник:
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z z

ll
np npS S ′=  – наибольший из интегралов перекрытия между внешними

р-орбиталями электронов.
Как показано в работах [26,27], наш парный потенциал ( )(0) 2

2srV E W S= + ,

рассчитанный с точностью S2, достаточно хорошо согласуется с короткодей-
ствующей частью лучшего парного эмпирического потенциала Азиза–Слэй-
мана Up [34,35]. Рассчитанный нами трехчастичный потенциал W3(S3) (8) и
трехчастичный потенциал Слетера–Кирквуда tU  [36,37], а также соответ-
ствующие суммы хорошо согласуются между собой.

3. Модули упругости Бирча и соотношение Коши
в модели деформируемых атомов

Используя метод длинных волн [38], из уравнений колебаний (cм. [29] и
ссылки там) можно найти выражения для модулей упругости Бирча Bij,
справедливые при любых давлениях [39,40,21] с учетом трехчастичных сил
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и деформации электронных оболочек. Дальнодействующие трехчастичные
силы [41] и вклад квадрупольного взаимодействия в силы Ван-дер-Ваальса в
сжатых кристаллах при больших давлениях менее важны, поэтому они в
дальнейших выражениях не приведены.

Тогда модули Bij можно записать в виде
2
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Здесь введены следующие безразмерные параметры короткодействующих
сил между ближайшими соседями:
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F, E – параметры короткодействующих сил между вторыми соседями; В –
параметр Ван-дер-Ваальса. Трехчастичные поправки δH и δG, приводящие к
нецентральности парного взаимодействия, получены на основе выражения
для W3 (8) [27].

Параметр трехчастичного взаимодействия
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где 0 2r a=  – расстояние между ближайшими соседями, а 1 6 / 2r a= , е –
заряд электрона; Vq, T – параметры квадрупольного взаимодействия [29].

Тогда отклонение от соотношения Коши, записанное через модули Бирча,
не будет содержать параметры парного взаимодействия (H0, G0, B):
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2

12 44 4

2 2
3

4 2

1 12 2 4 ; 
2 32

d ( )2 4 ,    0,
d2 6

t q t

t t t t

eB B p H V T V R
a

W ae aH V R R
aa e

⎡ ⎤δ = − − = δ − + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

δ = δ − − = − >

(12)

δt – отклонение от соотношения Коши только за счет трехчастичного взаи-
модействия. Из общих соображений трудно оценить величину и знак δt, а
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значит, и общее значение отклонения от соотношения Коши δ. Конкретный
расчет для каждого кристалла ряда Ne–Xe даст индивидуальную зависи-
мость δ(p). Это позволит определить природу и соотношение сил, форми-
рующих упругие свойства при высоких давлениях.

Параметры, необходимые для расчета модулей упругости Bij (9) и отклоне-
ния от соотношения Коши δ (12), приведены в таблице для ряда Ne–Xe в за-
висимости от сжатия u = ΔV/V0 (ΔV = V0 – V(p), где V0 – объем при p = 0). Как
видно из таблицы, параметры Vq и трехчастичные параметры Vt имеют один
порядок, однако |Vt| < Vq для Ne и |Vt| > Vq для остальных кристаллов. Относи-
тельная роль трехчастичного взаимодействия растет в ряду Ne–Xe и составля-
ет 0.5, 2.6, 4.7, 7.4% соответственно. В работе [42] вклад трехчастичного
взаимодействия в энергию связи для Xe составляет 7% – т.е. находится в хо-
рошем согласии с нашими расчетами.

Модули упругости Бирча ijB  (11) можно представить как

( )

0

2

11 11 4

1212

44 44

,

2( ) ,   ( ) ,   ( ) ,
3 2

1( ) ,   ( ) ,
2 2 3

( ) ,   ( )(4 ),
2 2

ij ij ij

qt
ij

qt
q

qt t
q

qt t
q

B B B B

eB K p G H B K p V K p
a

VGB K p H B K p V

VGB K p H B K p V

= + +

⎛ ⎞= δ + δ = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= − − δ = ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠⎣ ⎦
δ⎡ ⎤= + + δ = −⎢ ⎥⎣ ⎦

(13)

где 0
ij

B  – рассчитанные нами ранее модули упругости Бирча с парным по-

тенциалом в моделях М1, М3 и М5 [21]. В модели М5 короткодействующая
часть потенциала отталкивания рассчитана по точной формуле для W2 (6)
Vsr = E(0) + W2(Sn), в других моделях М3 и М1 W2 рассчитывается в прибли-
жении 2S . Кроме того, в моделях М3 и М5 переопределена константа Ван-
дер-Ваальса C → C(1 – Ae–βr) и учтены в расчетах короткодействующих сил
«вторые» соседи [21]. В самой простой модели М1 A = β = 0 и учтены только
первые соседи.

Как видно из таблицы и выражения (13), вклады 11
tB  и 11

qB  в значительной

степени компенсируются, модуль 0
11 11B B≈ . Основное отличие B12 от 0

12B  оп-

ределяется вкладом трехчастичного взаимодействия 12
tB , которое положитель-

но. Вклад в сдвиговый модуль B44 за счет квадрупольной деформации элек-
тронных оболочек атома 44 0qB <  и значительно больше по величине, чем 44Bt

( 4444
q tB B> ). Данный анализ справедлив для всех КИГ при любых давлениях.

Однако сравнительная величина вкладов t
ijB , q

ijB  растет в ряду Ne, Ar, Kr, Xe.
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Рис. 1. Барические зависимости модулей упругости Бирча Ne (а), Ar (б), Kr (в), Xe
(г): -- -- – расчеты 0

11( 3)B M в модели М3 [21]; –■– – настоящий расчет B11 с учетом
трехчастичного и квадрупольного взаимодействий 0

11 11 11 11( )qtB B B B= + + ; □ – экс-

перимент Ne [45], Ar [44], Kr [43] и Xe [46]; --◓--, –●–, ○ и -- --, –▲–, △ – то же для
B12 и B44 соответственно; – – – расчет 0

11( 5)B М  в модели М5 [21]; –◆– – расчет B11 в
модели М5 с учетом 11

tB  и 11
qB ; ···· – расчеты 0

12 ( 1)B M  в модели М1; –··– – расчет

12B  в модели М1 с учетом 12
tB  и 12

qB

На рис. 1 показаны модули упругости Бирча для Ne (а), Ar (б), Kr (в), Xe
(г). Согласие теории и эксперимента [43–46] для модулей упругости зависит
от модели расчета 0

ijB . Модель М1 лучше всего подходит в качестве базовой
для расчета 0

12B  в кристаллах Ar, Kr, Xe. Учет добавок 12
tB  и 12

qB  улучшает
согласие теории и эксперимента.

В работе [47] модули B12 и B44 для Kr и Xe представлены в широком ин-
тервале давлений до области металлизации. Наши результаты для B12 и ре-
зультаты других авторов (ab initio расчеты в теории функционала плотности
(density functional theory – DFT) [48] и с помощью метода встроенного атома
(embedded atom method – EAM) на основе эмпирических потенциалов [49])
хорошо согласуются между собой. Расчет в модели EAM ложится в интер-
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вал между нашими результатами, полученными в моделях М1 и М3. Наши
расчеты B44 с учетом деформации электронных оболочек 44

qB  и трехчастич-
ного взаимодействия 44

tB  для Kr и Xe ложатся ниже, чем расчеты B44 в DFT
и эмпирической модели EAM с учетом только трехчастичного взаимодейст-
вия. Однако именно учет 44

qB  в Xe обеспечивает B44 ≤ 0 при 75 GPa, что со-
ответствует переходу Xe из ГЦК- в ГПУ-фазу.

Проведенный анализ показывает, что достаточно хорошее согласие с экс-
периментом модулей Bij можно получить как с помощью ab initio расчетов,
так и используя эмпирические потенциалы [49]. Более того, наши расчеты

0
ijB  в модели М3 на основе парного потенциала [21] также хорошо согласу-

ются с экспериментальными Bij. В 2009 г. вышла статья Сасаки и др. [46],
которая завершила цикл особо точных измерений упругих свойств КИГ под
давлением [43–45]. Авторы [44] получили большое отклонение от соотно-
шения Коши δ для Ar в области давлений до 70 GPa. Эти измерения под-
твердили тот факт, что межатомное взаимодействие в ГЦК-кристаллах
инертных газов не может быть описано в рамках любых моделей двухчас-
тичных потенциалов с центральным взаимодействием атомов. Основным
критерием правильности построения теории в данном случае может служить
адекватное воспроизведение зависимости δ(p) для всего ряда кристаллов
Ne–Xe.

4. Соотношение Коши в сжатых кристаллах ряда Ne–Xe

Как правило, для кристаллов с любым типом химической связи (металлы,
диэлектрики, полупроводники) основной причиной нарушения соотношения
Коши считается многочастичное взаимодействие. Сделаны многочисленные
попытки прийти к согласию с экспериментом для теоретической величины
δ, рассчитанной в рамках феноменологического, а также микроскопического
описания непарных сил (см., напр., [48–53] и ссылки там).

В работе [46] авторы подводят итоги и обсуждают, насколько хорошо
теория, существующая на сегодняшний момент, описывает эксперимент по
отклонению от соотношения Коши δ(p) в КИГ. В эксперименте для δ после-
довательность δNe > δAr > δKr > δXe наблюдается только при нулевом давле-
нии. С ростом давления, как показал эксперимент [46], наблюдается инди-
видуальная зависимость δ от давления, а именно δNe > δKr > δXe > δAr при p ≥
≥ 10 GPa. Сасаки и др. [46] отмечают, что ab initio расчеты в DFT [48] даже
качественно не воспроизводят отклонение от соотношения Коши δ(p). Эти
расчеты для δ демонстрируют отрицательную зависимость от давления для
всех КИГ (Ne, Ar, Kr, Xe) с коэффициентом, прямо пропорциональным
атомному весу.

Это связано с тем, что, помимо многочастичных взаимодействий, к нару-
шению соотношения Коши, как впервые показал Херпин [54], приводят и
взаимодействия, связанные с деформацией электронных оболочек атомов.
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Рис. 2. Зависимость отклонения от соотношения Коши δ = B12 – B44 – 2p от давле-
ния для Ne, Ar, Kr и Xe: а: –■–, –◆–, –▲–, –●– – настоящие расчеты δ(p) = δt(p) с
учетом только трехчастичного взаимодействия (δq = 0); -- --, – –, -- --, --◓-- – ab
initio расчеты в DFT [48]; б: –■–, –◆–, –▲–, –●– – настоящий расчет с учетом трех-
частичного и квадрупольного взаимодействий (δ(p) = δt(p) + δq(p)); □, ◇, △, ○ –
эксперимент δ(p) для Ne [46], Ar [44], Kr [43] и Xe [46] соответственно. Остальные
обозначения, как на рис. 2,а

Как видно из рис. 2,а, для δ(p) ряда Ne–Xe учет только трехчастичного
взаимодействия приводит к соотношению Ne Ar Kr Xe

t t t tδ > δ > δ > δ  подобно
расчетам в DFT [48] и не воспроизводит наблюдаемую зависимость δNe > δKr >
> δXe > δAr [46]. В случае Ar преобладает многочастичное взаимодействие,
сжатый Ar имеет отрицательное отклонение от соотношения Коши, абсо-
лютная величина которого растет с повышением давления [27,55]. Настоя-
щие расчеты показали, что при p > 0 барические зависимости δ(p) для тяже-
лых кристаллов Kr и Xe занимают промежуточное положение между δ(p)
для легких кристаллов Ne и Ar [47]. Это связано с тем, что для адекватного
описания экспериментальной зависимости δ(p) в Ne, Kr и Xe (см. рис. 2,б)
необходимо учитывать также и деформацию электронных оболочек в квад-
рупольном приближении. Зависимость отклонения от соотношения Коши δ
от давления есть результат двух конкурирующих взаимодействий – много-
частичного и электрон-фононного, проявляющегося в деформации элек-
тронных оболочек атомов при смещениях ядер. В случае Ne, Kr и Xe вклады
этих взаимодействий в значительной степени компенсируются, что обеспе-
чивает для δ(p) слабую зависимость от давления.

5. Заключение

Представленные результаты (см. также [21]) расчетов барических зави-
симостей модулей Бирча Bij показывают, что для их адекватного описания
достаточно использовать эффективный полуэмпирический парный потенци-
ал ( 0

ijB  в модели М3). В настоящей работе проведено ab initio исследование
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многочастичного взаимодействия в короткодействующем потенциале оттал-
кивания. Как показал расчет B12(p) для Ar, Kr и Xe на основе модели М1 (без
подгоночных параметров), мы успешно можем использовать неэмпириче-
ский парный потенциал Vsr = E(0) + W2 (5), (6) и предложенный здесь неэм-
пирический трехчастичный потенциал W3 (8) вместо эффективного полуэм-
пирического парного потенциала [21]. Простая форма для трехчастичного
потенциала, полученная на основе расчета точного выражения W3 (7) [27],
позволяет индивидуально рассчитывать параметры трехчастичного взаи-
модействия через интегралы перекрытия атомных орбиталей внешних
р-электронов в широком интервале давлений. Любые воздействия, не ме-
няющие структуры волновых функций электрона в атоме, проявляются в
кристалле только через изменение расстояния l – l′ и перекрытие атомных
орбиталей. В этом смысле величины l l

s sS ′
′  являются единственными управ-

ляющими параметрами теории. Из них часто существенны только l l
s sS ′
′  для

ближайших соседей и только для верхних валентных зон. Таким образом,
набор величин l l

s sS ′
′  однозначно определяет все свойства изоляторов: и элек-

тронные спектры (через матрицы P и P [56]), и адиабатический потенциал
(через матрицу P [32]). Задача о расчете свойств изоляторов разбивается на
два этапа: вычисление набора l l

s sS ′
′  и расчет при заданных l l

s sS ′
′  спектров,

термодинамики и кинетики.
Количественный анализ вкладов трехчастичного δt и квадрупольного δq

взаимодействий в отклонение от соотношения Коши показал важность учета
деформации электронных оболочек не только для тяжелых КИГ – Kr и Xe,
но и для легкого Ne [31]. Более того, в Ne δq > |δt|, что обеспечивает положи-
тельное δ в отличие от Xe, у которого δq < |δt|, что приводит к суммарному
отрицательному δ в согласии с экспериментом [46].

Подчеркнем, что δ не зависит от параметров двухчастичного потенциала.
Это делает его незаменимым тестом для проверки роли многочастичного
взаимодействия и эффектов деформации электронных оболочек.

В заключение отметим, что полученные в настоящей работе параметры с
уверенностью можно использовать в дальнейших расчетах динамической
матрицы для определения энергии фононов, термодинамических величин и
других свойств КИГ при высоком давлении.

Работа посвящена 100-летию со дня рождения академика А.А. Галкина,
основателя и первого директора Донецкого физико-технического института
НАНУ.
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E.P. Troitskaya, E.A. Pilipenko

ADIABATIC POTENTIAL AND ELASTIC PROPERTIES OF RARE-GAS
CRYSTALS UNDER PRESSURE IN THE MODEL OF DEFORMABLE
ATOMS
Nonempirical version of the quantum-mechanical model of deformable and polarizable
atoms (K.B. Tolpygo model) taking into account the many-body interaction has been de-
veloped for the purpose of the investigating the elastic properties of rare-gas crystals Ne,
Ar, Kr, Xe over a wide pressure range. It has been shown that the observed deviation
from the Cauchy relation δ(р) for Ne, Kr, and Xe cannot be adequately reproduced when
considering only the many-body interaction. The individual dependence δ(р) for each of
the rare-gas crystals is the result of two competitive interactions, namely, the many-body
one and the quadrupole interaction, which manifests itself in quadrupole deformation of
the  electron shells of the atoms due to nuclei displacements. The contributions of these
interactions in Ne, Kr and Xe are compensated with good accuracy, which provides a
weakly pressure-dependent value for the parameter δ. In the case of Ar, the many-body
interaction dominates, compressed Ar has a negative deviation from the Cauchy relation,
and the absolute value of this deviation increases with increasing pressure. The inclusion
of the quadrupole deformation in analysis is particularly important for heavy rare-gas
crystals Kr and Xe. The represented ab initio calculated dependences of Birch elastic
moduli Bij and δ(р) are in good agreement with the experiment.
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Fig. 1. Pressure dependences of Birch elastic moduli for Ne (а), Ar (б), Kr (в), Xe (г):
-- -- – are calculations of 0

11( 3)B M  in the М3 model [21]; –■– – are calculations of
B11 in this work with inclusion of the three-body and quadrupole interactions

0
11 11 11 11( ( 3) )qtB B M B B= + + ; □ – are experiments for Ne [45], Ar [44], Kr [43] and Xe

[46]; ]; --◓--, –●–, ○ and -- --, –▲–, △ – are the same for B12 and B44, respectively; –
– – is the calculation 0

11( 5)B М  in the М5 model [21]; –◆– – is the calculation of B11

in the М5 model with inclusion of 11
tB  and 11

qB ; ···· – is the calculation 0
12 ( 1)B M  in the

М1 model; –··– – is the calculation of B12 in the М1 model with inclusion of 12
tB  and 12

qB

Fig. 2. Pressure dependences of the deviations from the Cauchy relation δ = B12 – B44 – 2p
for Ne, Ar, Kr and Xe: а: –■–, –◆–, –▲–, –●– – are calculations δ(p) = δt(p) without
taking into account the quadrupole interaction (δq = 0); -- --, – –, -- --, --◓-- – are ab
initio calculations in DFT [48]; б: –■–, –◆–, –▲–, –●– – are present calculations of δ
with inclusion of the three-body and quadrupole interactions (δ(p) = δt(p) + δq(p)); □, ◇,
△, ○ – are experiments for Ne [46], Ar [44], Kr [43] and Xe [46], respectively. The other
notations are as in the Fig. 2,a


