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��!#0 ���' �($��!����  ��$&�  1 &"!'&���.
�"��$ ���(�#(� �(� ���(� $% ����2�� ��/ ..

�#��#�($+ $% ��(��#�(��

����
����
 �	�78��.  (�� ��! ��&'!�' �!�����/� ���/'��

��'���3���/� �/�����* 6'��-*��/� ����!&�����/� ��!�6' ��!�� )�"

)�!$"  &������'����* �����$�#��+ �6/����+ )'-�� ��)', 2�

�6"���%���# )�)"�� �"4 &"�"��7��!* �"��*) ���%��"��)� )�8

&��)'-��)�  ��%���)� [1-4]. >" ���%���%� �"�6�����!�� 3'����

)�8%���!�� ���%4�"��* ����� �"��%����. ��)' �����6%"�� ��

��&��"������� �'%����� �6/���� )'-��, *�� &"�"��4�� �6"���%���#

)�)"�� �� ���'��� ���"&%"��* �'%��� � ��6���)� &��"���*)� &����

&��)'-� [5-9]. ���� )'-�� &����!�4 ���%4��4�� �" ��%��� 6'�!'����*, 

� ������ &������'����* �!������ �"��%"#. �%" ��! +� �)�����*

��%"8��� ��� &��������/� ���7)��/� !���' &���� &��)'-�, �� *��#

�&%���4�� /"�)"������ ������� !�)�+ )'-��.  

���� 	�7��� @ ��)&%"�!�� ��!%��8"��* �&%��' /"�)"�������

&���)"���� ����+ �'%�����+ �6/����+ )'-�� �� �����%�!�� ++ �)�����*

�%* ������ &��������� ���7)��� &�%�8"�� &���� �"�'��+ �� �"�"��+

&��)'-�.  

���8
� �������=� �
�	�
8�. ���/%*��7��!* ��&����, ��%� '

)��� �)�����* !����"�� �'%��� �6/����+ )'-�� &"�"6'��4�� '

�"�'��)�)' !���� � &���� �"�"��+ &��)'-��. �"�'�� &��)'-�� ����) �

������) "%"�������/'�� !����"�� ���"�!���� ��6'��7 �"*��+ �'����+

3�����!�� 1ω , � ����� ��'���3���+ $�%��������+ ++ &��"���� -%��$* — 

��%��' 3�����!�� RV 1ω=  ( R — ��'���3��# ����'! -%��$* �"�'��+

&��)'-��). (�� ��74 !��!�'��+ &�'8��� �'%��� &�!��#�� &����!�'�� ��

���$* -%��$* �"�'��+ &��)'-�� �� �� &"�3�+ 8 ��/��� ����'4��!* � ++

&���. 9��"��� �’*!'����, *��4 )�8" ��*����!* �����%�!�� &��$"!'

$�%������/� ��&�����* �'%��� � &��� �"�'��+ &��)'-��, � ��8" ��/�%�)

�����%�!�� &����/� �)�����* �'%�����+ �6/����+ )'-��. 9%*

!&��2"��* ����’*��' ������ &��#�*�� ���� &��&'2"��*: �'%��� )�4��

-��)' ��"�%���+ !-"��, 7 �6!�%4��� 8��!���)�, )�4�� !��%' ��%��'

3�����!��; �����%���, �'���� # �!���� ���7)���+ &��)'-�, � ����8

���$"������ !�%�, 2� ��4�� �� �'%���, &��*�%*4�� !"6" ��!��%���

!%�6��, 2� ��)� )�8�� $�%��) ��"��8���; 8��!���!�� &�'8��

��%�3�7��!* �"�)����4, � ��'���3�7 �"��* �� &�&"�"��� ��%�����* �

��� �" &������4��!* �� �'!� �'%���; ��������� �"-��)�$�+ ' ��6����

����� ���7)���+ �'%��� � &��"���*)� &���� 7 �"������)�.  



(��<")��-����!&�����* �"�����

��%��" &"�")�2"��* �'%���

���"&%"��* � �"�'��4 &��)'-��4

)'-�� ��%"8��� ��� �����3'����*

���� �����)����/� �'�' �'%���

0�8%���# ��&����, ��%� ����!��"

�����" 6'�" &"�")�!���� �'%��'

&��)'-�' �����!�� �"�'��+ ���

�����3'����* &���� &��)'-� � �'%���

)'-�� ����7��!*  &"�"��/�.  

                             �

                          �

��!'��� 1— 0�8%���

)'-��

           

���2�) ��&����) 7 ����#

���&���� �����' �� ���$� �"�'��+

� )"(E !)'/� E !��� �'%��� )�8��

����!&�����* �"�����, :1, 2013� ���

&"�")�2"��* �'%��� L �� &����/� ++ ����8"��* �

�"�'��4 &��)'-��4, � ��8" # �����%�!�� t �)�����*

�����3'����* &����  ' &�������' )���. ����)�, '

�'�' �'%��� RtL 1ω=  ( const1 =ω ), (��!.1� � �). 

��%� ����!��" ��%�$" &�� �"&��$44��)' !����"��

&"�")�!���� �'%��' # &��"��'�� �"�������8"�' �"�"�'

�"�'��+ ���, 2� ������" $�%��) !��#�" ���7)�"

&��)'-� � �'%��� (��!. 1�). 1�)" ����)' !���'

                   '

                    #

0�8%��� !���� �'%��� &"�"� �)�����*)

��&����) 7 ����#, ��%� �'%��� &"�"6'��4�� � !)'�� E

���$� �"�'��+ )'-��, ���. ��!. 1�. �%" �� ���*� )'(E

�'%��� )�8�� ���8��� ')���� !��#��). ,�2�

�



��                                                      

&��&'!����, 2� �'%��� � )���

��6��8"��)' �� ��!. 1� !����, ��

'��)��"��, ���� 0=L � 0=t . >" 7 ��#���2�#

�����%�!�� �)�����* �6/����+ )'-��

&�������' )��� �" �����3�����#

&��)'-��, ���. ��!. 1�.  

�"��# $"��� �'%��� ' )���

A′  ( ��!. 2�), �� #�)' ���"�"��!*

&���%��� 3%*� DAlL ′= &"�3 ��8

���"&%"��* � )'-�� '��)��"��!*

!����"�� &"�"6'��7 � ���$� B , ����

minllL BD == , � ��#6�%�3�) —

��#!�� ���7�����* �'�' $"���� �'%���

�����%*��!* ��� ��"�%�������+ ���7�����+

6�%�3" #�/� )�!� �� )"�3� 8��!���!��

����/� ��&���' $�) �����%"��*)

(��"��'4�� ���7�����+ �'�'

&���%"%��' �� ���$* �"�'��+ &��)'-��

ADll =max . 9'/�) ADll =max � lmin

*��)'!� &��)�8��)' &�%�8"��4

maxmin ttt << ).  

        ���&������ �� ���"�"��+

�����3'����* !'!����� &���� ' )'-��

!'$�%���+  ��!���� ���$* �"�'��+

&��"����. 

              a                              

��!'��� 2 —1�")� ��"�%�������/�

)'-��  

()'-�� ')���� ���/���'�� �� &%�2���
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�'%��� � )��� �)�����* !����"�� &"�"6'��7 '

!����, �� $" ������7, 2� )'-�� �8" �����%"/���

>" 7 ��#���2�# !��� )'-��. �'� ������"��

�6/����+ )'-�� ' ��)' ����, ��%� $"��� �'%��� '

�����3�����# ���&���� &��� ���$* �"�'��+

�'%��� ' )��� �)�����* !����"�� &"�"6'��7 � ���$�

#�)' ���"�"��!* ���������� ���7�����4 BCDA′ �

&"�3 ��8 �'%��� &����&��� ' !��� &����/�

'��)��"��!*. ,�2� $"��� �'%��� ' )��� �)�����*

, ���� $"# 3%*� 6'�" ��#)"�3�), ��6��

— maxllL AD == . ������'4�� ��"�$�#��!��, 

�'�' $"���� �'%��� (%���* ��> �� ��!. 2�) )�8" �"2�

��"�%�������+ ���7�����+ ABCD  — ��) �!�����3", ��)

�� )"�3� 8��!���!�� &����!���+ &�'8���. 9%*

�����%"��*) )�8�� ��"��'����.

���7�����+ �'�' $"���' �'%��� �� &%�2��', 

�"�'��+ &��)'-�� (���. ��!. 3), ����)�7)� 3%*�

BDl=min ���&�����4�� �'�� maxϕ , minϕ , �

&�%�8"��4 �'%��� A′  — �'� maxmin ϕ<ϕ<ϕ  (� ��!

���&������ �� ���"�"��+ �� ��!. 3 !�")� γ  — �'����# ����

!'!����� &���� ' )'-��, β  — �'�, *��# !�*/'7 �'/� AB

���$* �"�'��+ &��)'-�� �� ����'!� R ��'���3���+ ++

                                                       '

1�")� ��"�%�������/� �'� �'%��� &�� ��! �)�����*

���/���'�� �� &%�2���) 

�



(��<")��-����!&�����* �"�����

��!'��� 3 — �����!�� &�%�8"��*

(&"�"��� ���6%"�� &� ���$4 �"�'��+

              

        
� ��!.3 %"/�� �!��������

               ϕ=ϕmax

z

π
=γ

2
, 

�" z  — ��%���!�� &����

��%���!��  �'%��� ' )'-��.  

�"�'�� �� '��/�, 2� R >>

&��6%���� !&�������3"��*:  

α
=

cos
2
r

l p ; pl

�
�


�
�

�

α
−

π
=−

π
==β

cos

1
22

zr

R
rl

z

R
lR pAB

�" R  — ����'!, �� *��)'

α′=α  — �'� ����%' &���� ' &��)'-���

��&�!���  

2

2/
tan

α+π
=

p

r
,  

� �� &��!���� $��/� ���"!��

=−==min plll pBD

��

minmax = ll

. 


� �����' (2) ��!���")�

����!&�����* �"�����, :1, 2013� ���

�����!�� &�%�8"��* �'%��� �� &���� ' )'-��

���$4 �"�'��+ &��)'-��)

%"/�� �!�������� ����  ��%"8��!�� �'���: 

β+ϕmin        �      
              (1) 

��%���!�� &���� ' ��8��# &��)'-��, 2� ������47

r>>  ( r  — ����'! �'%���), ����)�7)� ����

kABp ll =+ ; Rzllzl ABpk π=+= 2)( ;  

�
�


,                                                     (2) 

����'! �� *��)' �����3����� $"���� �'%��� ' )'-��, 

&���� ' &��)'-���). 9� ��/� 8, �� ��!. 3 )�8��

$��/� ���"!�� �����!��: 

��
�


��
�

�

α+π
−

α
=

2/)2/tan(

1

cos

2
r                          (3) 

2/)2/tan(

2
min

α+π
−

π
=+

r

z

R
lAB

(4) 

�

;  
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�
�


�
�

�

α
−

π
=β

cos

1
2

R

r

z
,                     (5) 

� � '���'����*)  (5), �������7)� �����%�!�� &"�"!'����* $"����

�'%��� � &�%�8"��* A � &�%�8"��* B �� !&�������3"��*)

�
�


�
�

�

α
−

π

ω
=

ω

β
=−=

cos

12

11
minmax0

R

r

z
ttt ,  

6� ����3" &��#�*�� ���"  &��&'2"��*, 2� &�� ��! �)�����*

"%"�������/'��  

!����"�� 3�����!�� �6"�����* #�/� *���* �� ���&������ # �"�'��+

&��)'-�� )���7�� ��6'��7 ����"��* 1ω � ��%� � &��$"!� �)�����*

�6/����+ )'-�� �8" �" �)��47��!*.  

�"&"� ��/�%�3'7)� �� ��)', 2� ���7�����* BCD �'�' $"����

�'%��� � )'-�� (��!. 3) 7 ���3�4 �� 3%*� BDl , � ��8" �'%��� )�8"

�6"��/��� !��%�4 ��%��' 3�����!�� �'�' V ��%��� �� ')���, 2� �����8

���7�����+ BCD %���#�� 3�����!�� �'�' �'%��� $�%��) ���&������

���!����)" �� �������' BC $�7+ ���7�����+ � ��%�3���)"��!* !��%�4, �%"

6�%�3�4 �� ����"��* V , �� �������' CD . ��)' �"�6����� &�����)'����

������"��# �"8�) �'�' �'%��� ����!���4 &�'8���4, *��, 

��/��)����3� &"���# ��&�! &��"�$��%���+ "�"�/�+ � &�&"�"����)'

$��%� ��6��� )'-��, )�/%� 6 !���/� ���&������ �� &��&'2"��

�3����'���� �'%��� � &��� �"�'��+ &��)'-��.  


� ����*��*  (3), )�8�� ���#�� �"%����' �'�� &������' �"�'��+

&��)'-�� &� �����3"��4 �� �"�"��+ ' ����)' ��/%*��

��
�


��
�

�

α+π
−

α
==ϕ

2/)2/tan(

1

cos

2min
min

R

r

R

l
(6) 

�� ���&������#  )���)�%���# ��! �)�����* )'-��

��
�


��
�

�

α+π
−

αω
=

ω

ϕ
=

2/)2/tan(

1

cos

2

11

min
min

R

r
t . (7) 

(���6��, �"�'4��!� !&�������3"��*) (4), )�8�� ���������

�'����# &���)"��  

2/)2/tan(

12max
max

α+π
−

π
==ϕ

R

r

zR

l
          (8) 

�� ���&������# #�)' )��!�)�%���# ��! �)�����* )'-��  

��
�

�

α+π
−

π

ω
=

ω

ϕ
=

2/)2/tan(

121

11

max
max

R

r

z
t

. 

        (9) 

�"�'�� �� '��/� !&�������3"��*  

1cossin

1cossin

2/tan1

2/tan1

2

2/
tan

−α+α

+α−α
=

α−

α+
=

α+π
, 
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������ (7) �� (9)  )�8�� ��&�!'���� ' ��'���)' �%* ���%��'

��/%*��

�
�


�
�

�

α+

α−
−

αω
=

ω

ϕ
=

2/tan1

2/tan1

cos

21

11

min
min

R

r
t

; 

(10) 

�
�


�
�

�

α+

α−
−

π

ω
=

ω

ϕ
=

2/tan1

2/tan121

11

max
max

R

r

z
t

. 

(11) 

 �'��8)�,  2� �"%�����  

2/tan1

2/tan1

cos

1
2

2/tan1

2/tan1
2

min

max

min

max

α+

α−
−

α

α+

α−
−

π

=
ϕ

ϕ
= zr

R

t

t
  

)�������� ���!��7 ' ���� �6�%�3"��* &���)"��� )/(rzR=λ . �"

��8�� �’*!'���� ����8, 2� �� ���!����*) &���)"��� α �6�%�3'7��!*

�"%����� minϕ  (�� mint )  � maxϕ  (�� maxt ).  

0�8%��� !���� �'%��� ' )��� ���"�3"��* &�&"�"����/� $��%'

��6��� �6/����+ )'-�� )�8�� ���8��� �������� #)������)�. ��)'

���"��� ��&�������� ��� ����' !"�"����#)�����' �����%�!�� srt

!&��$���'����* )'-��, 2�, �� &��!���� (1), (5), (10), (11),  �������7��!*

�� ����4 ��%"8��!�4  

                =
γ

β+
=

2

maxmin
sr

tt
t

�
�


�
�

�
−�

�
�


�
�
�

�
��
�


��
�

�

+
−+

απαπαπ

π

ω cos

1
1

2/)2/tan(

1

cos

1
1

1

1

z

R

rz

R

r

z
   (12), �6�

��
�


��
�

�

α−

α+

π
−��

�


��
�

�
�
�


�
�

�

α−

α

π
+

π

ω
=

2/tan1

2/tan1
1

2/tan1

2/tan2
1

1
2

2

2
1

sr
R

rz

R

rz

z
t ,                         (13) 

�" ��*�� �� '��/� ��"����� !&�������3"��*:  

2/tan1

2/tan1

2

2/
tan

α−

α+
=

α+π
; 

2/tan1

2/tan1
cos

2

2

α+

α−
=α ;  

απ
=

cos

z

r

R
. 

      ����)��� !&�������3"��* ��4�� �)�/' &���"!�� ��%���!��#

���%�� �&%��' �!������ &���)"���� ( α,,, zrR ) �� �����%�!�� �)�����*

)'-��.  

�� ��!. 4 ����6��8"�� �)��' &��������� �����%�!�� �)�����*

)'-�� ��%"8�� ��� �����3"��* ����'!�� rR / , &�� ��)' α = 1; 15; 30; 45 

� 60 /���, � ���&������ - rR / = 1,59; 1,65; 1,84; 2,25; 3,18 �%* ��%���!��

�'%��� 5=z . 9%* &���%��' � ��6%. 1 &���6�� ��%"8��!�� ����6��8"�� �
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��!%���# -��)� ' ���� �����"��� ������� 45=α /��� � 5=z . 0�8��

6�����, 2� ��%"8��!�� )/(max rRϕ=ϕ �� )/(sr rRϕ=ϕ 7 )��������

���!��4��)�, � ��%"8��!�� )/(min rRϕ=ϕ  — )�������� !&����4. 

 �/�%�), ��/%*��7 ��$�%���) ��)�/���* �)"�3'���� �����3"��* rR / .  

��!'��� 4 —  �%"8��!��  �����%�!�� �)�����* )'-��  

��� �����3"��* ����'!�� ��%� $"����� �'%��� �� �%�!�" �'%���  

��6%�$* 1 —  �%"8��!�� &��������� �����%�!�� �)�����*

�6/����+ )'-�� ��� �����3"��* ����'!� ��%� $"����� �'%��� �� ����'!�

!�)�� �'%��� ( 45=α /���; 5=z )

rR / 2 6 10 14 18 22 26 30 

minϕ , 

���
1,209 0,404 0,242 0,173 0,134 0,110 0,093 0,081

maxϕ , 

���
1,052 1,189 1,217 1,229 1,235 1,239 1,242 1,244

srϕ , 

���
— 0,498 0,565 0,588 0,599 0,606 0,610 0,613

.��-���" ����6��8"��* ������"�' �&%��' �'�� α ����%' &����

&��)'-� �� �����%�!�� �)�����* )'-�� ��%"8�� ��� ����"��*

6"����)����/� /"�)"������/� &���)"��� rR / &�� �"�)����# ��%���!��

�'%��� 5=z ���"�"�� �� ��!. 5, � ��!%��� ����"��* -   � ��6%. 2.  


� ��!. 5 ��&%���7, 2� ' ���� 2/ =rR �!�'7 ���� ���7���$�* &����

02α=α , �� *��+ minmax ϕ=ϕ � 0sr =ϕ . � ��6��� &�����%������� ��3�

0

0,5
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5 10 15 20 R/r

α=1
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45
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ϕmax(      )

ϕmin(      )

ϕ sr(      )
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R/r

(     ) 45R/r

(     ) 60R/r

/���



(��<")��-����!&�����* �"�����, :1, 2013� ���

)�8%��� ��&����. �!�����%"��, 2� ' ���� 6/ ≥rR ��������# �'� 0α=α

&"�"��2'7 ����"��* 70=α /���.  

��!'��� 5 —  �%"8��!�� ��)������� �����%�!�� �)�����* )'-��  

��� �'�� ����%' &����  

��6%�$* 2 —  �%"8��!�� &��������� �����%�!�� �)�����*

�6/����+ )'-��  

��� �'�� ����%' &���� ( 6/ =rR ; 5=z )

α , /���  1 15 30 45 60 

minϕ , ��� 0,170 0,218 0,289 0,403 0,624 

maxϕ , ��� 1,095 1,130 1,162 1,189 1,214 

srϕ , ��� 0,465 0,489 0,504 0,498 0,431 

� ���� �6�%�3"��* ��%���!�� �'%��� ' )'-�� &��������

�����%�!�� �)�����* maxϕ �� srϕ )�������� !&���4��, � �� �� �"%�����

minϕ ��%���!�� �'%��� �" �&%���7 (��!. 6, ��6%. 3).  ���')�%�, 2�

���"�"�� /��-��� &����6�� «������ ��!��"���», 6� ��%��� $�%� ����"��*

z )�4�� !"�!. 

m i n ( α )

α 0 2

α ,  / � � �0 1 0 2 0 3 0 4 0 6 0

,  � � �

0 , 5

1 , 0

1 , 5 R / r = 2
6

1 0

2 0
3 0

ϕ s r ( α )

ϕ m a x ( α )

ϕ



�
                                                      

��6%�$* 3 —  �%"8��!��

�6/����+ )'-�� ��� ��%���!�� �'%�

z 1 2 3 4 

minϕ , ���

maxϕ ,��� 6,22 3,08 2,03 1,50

srϕ , ��� 3,06 1,48 0,94 0,67

��!'��� 6 —   �%"8��!��

)'-��  

��� ��%���!�� �'%��� ' )'-��  

��������
1. � ��)��� &��#�*��+ ���$"&$�+

�������*�� ��� ��������� �����%�!��

1minmin / ωϕ=t , )��!�)�%��' maxt

(���., (10), (11), (13)).  

 2. ,�2� &��%�!�� =ω1

��#�"&����6%���3� �����'%�����

�%�!����!��. 

3. ����)���  �"%�����

��6�" &�/��8'4��!* � &��������)�

9��"�"�� ����8, 2� �� �����%�!��

                             Hebezeuge und Fördermittel, :1, 2013���

 �%"8��!�� &��������� �����%�!�� �)�����*

��%���!�� �'%���   ( 45=α /���; 6/ =rR ) 

5 6 7 8 9 10 

0,40 

1,50 1,19 0,98 0,83 0,72 0,63 0,56

0,67 0,50 0,38 0,29 0,22 0,17 0,12

 �%"8��!�� ��)������� �����%�!�� �)�����*

&��#�*��+ ���$"&$�+ �%')��"��* 3�������+ !%��

��������� �����%�!�� �)�����* )'-��: )���)�%��'

1maxmax / ωϕ= , !"�"�������8"�' 1srsr / ωϕ=t

418,7 ���/!, �� �$��4���� �'� �"������

�����'%����� )'-�� ��*�%*��)" ����)����

�"%����� 0,015max =t !; 4
min 109,55 −⋅=t !; 0,0073=srt !

� &��������)� �����$�#��� ��%������ )'-�. 

�� �����%�!�� �)�����* )'-�� !'��7�� �&%���7 #

�



(��<")��-����!&�����* �"�����, :1, 2013� �	�

���7)�" &�������" �����3'����* &���� �"�'��+ �� �"�"��+ &��)'-�. 

���"�"��# )��"���% 7 ��6��) &��/�'���*) �%* &���%�3�� ��!%��8"��

����� �'%������ �6/����� )'-� �����)������� )�3�� � ����!&������

��!�6��, *�� ��&'!��4��!* �� ��&�)�/�4 !����"���.  
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