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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Трехточечная граничная задача Дирихле в тре-

угольнике (симплексе), как известно, имеет точное 
решение в терминах барицентрических координат 
(полный многочлен первой степени). Ниже рассматри-
вается треугольный комплекс в случае, когда для опре-
деления полного многочлена уже недостаточно узлов 
на границе и требуется внутренний узел, который в 
граничной задаче неуместен. При исключении внут-
реннего узла важно сохранить не только полноту мно-
гочлена, но и обеспечить физическую адекватность 
поля и точность аппроксимации. Известная схема Сьяр-
ле-Равьяра исключения внутреннего узла в треуголь-
нике (конденсация) приводит к нарушению физической 
адекватности спектра узловых нагрузок (эффект грави-
тационного «отталкивания»). Интересно исследовать 
чувствительность температурного поля треугольника 

относительно схемы конденсации соответствующего 
правила усреднения граничных температур. 

АНАЛИЗ ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ ПУБЛИКАЦИЙ 
Симплексные модели [1, 2], связанные с использова-

нием линейных интерполяционных функций в конечном 
элементе, одним из первых стали применяться в работах 
Тэрнера, Клафа, Мартина и Топпа (1956), Синга (1957), 
Галлагера, Пэдлога и Бейларда (1962). 

Комплексные модели на основе интерполяцион-
ных многочленов высших порядков [1] использовали 
Вёбеке (1965), Аргирис (1965), Фелиппа (1966), Зенке-
вич и Ченг (1967) и другие. 

Здесь рассматривается треугольник с 10-ю узлами (9 
на границе и 1 в центре тяжести). Это элемент третьего 
порядка [3]. Внутренний узел в принципе можно исклю-
чить по схеме Сьярле-Равьяра [2] так, чтобы температура в 
произвольной точке треугольника выражалась через 9 



 
 

19 

# 13 (2013) 

граничных значений температуры. В статье предложены 
альтернативные схемы конденсации. 

Цель статьи – сформулировать и решить задачу 
аппроксимации температурного поля в треугольной 
области с дискретными условиями Дирихле на границе. 
Исследовать чувствительность поля относительно ва-
риации внутренней моды. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
Чтобы изложить ключевые идеи метода барицен-

трического усреднения (МБУ) граничных потенциалов, 
начнем с простого треугольника (симплекса). На рис. 1 
показан треугольник 321 PPP  с координатами вершин 
соответственно  11, yx ,  22 , yx ,  33, yx . 
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Рисунок 1 – Двумерный симплекс 
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Рисунок 2 – Треугольник с 9-ю 
 термоэлементами на границе 

Предполагается, что в вершинах 1P , 2P , 3P  помеще-
ны термоэлементы, поддерживающие постоянные темпе-

ратуры iT ( 3,2,1i ). Температура в любой точке 
 yxM ,  треугольника определяется через граничные 

температуры iT  с помощью интерполяционного полинома 

    i
i

i TyxLyxyxT ,,
3
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  ,  (1) 

где iT  – известные значения температуры в 
вершинах;  yxLi , - локальные координаты площади 
(барицентрические координаты симплекса).  

Барицентрическая координата  yxLi ,  – это от-
носительная площадь треугольника, противолежащего 
узлу i . Например (рис. 1),  
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Нетрудно установить, что   1,0  yxLi ,  
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Как видим, барицентрические координаты обла-
дают  всеми свойствами вероятностей. А решение 3-
точечной граничной задачи (1) строится как среднее 
значение (математическое ожидание). 

Решение (1) в барицентрических координатах в 
точности удовлетворяет уравнению Лапласа и гранич-
ным условиям Дирихле. Привлекательное свойство 
треугольника в том, что с увеличением количества 
узлов на треугольнике все базисные функции выража-
ются через барицентрические координаты  yxLi , . 

Теперь рассмотрим случай, когда на границе тре-
угольника регулярно расположены 9 термоэлементов: 
в вершинах 1P , 2P , 3P  и в точках трисекции сторон 

91,...,PP  (рис. 2). Задача состоит в построении полино-
ма типа (1), выражающего температуру в любой точке 
треугольника через 9 граничных значений температу-
ры. Для построения полного многочлена третьей степе-
ни требуется 10-й узел, который удобно выбрать в 
центре тяжести треугольника. Исходная система базис-
ных функций такова [4]: 
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Из  yxN ,1  легко получить  yxN ,2  и  yxN ,3 , 
а из  yxN ,4 получаются остальные функции в проме-
жуточных узлах на границе. Наконец, 

  32110 27, LLLyxN  . Теперь  yxN ,10  необходимо 
распределить между граничными узлами. Так осущест-
вляется преобразование (редукция) треугольника ла-
гранжева типа в треугольник серендипова типа. Исклю-
чить внутренний параметр можно по формуле [2]: 

     yxNyxNyxN iii ,,, 10 , ( 9,1i ). (3) 
В 1972 г. [2] Сьярле и Равьяр предложили сле-

дующий «рецепт» редукции: 
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При этом нарушается физическая адекватность 
спектра узловых нагрузок. Есть опасения, что правило 
(4) способно исказить и температурное поле треуголь-
ника. Поэтому поиски других «рецептов» продолжают-
ся. Например, физическую адекватность спектра узло-
вых нагрузок обеспечивает равномерное распределе-
ние  yxN ,10 , т.е. при  

9

1
i  ( 9,1i ). (5) 

Еще один подходящий «рецепт» 
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Окончательно решение граничной задачи прини-
мает вид: 
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Чтобы протестировать правила (4), (5) и (6), конкре-
тизируем граничные температуры iT . Пусть, к примеру, 

 iTi 10 , где i  – номер узла на границе ( 9,1i ). В 
качестве контрольной точки возьмем центр тяжести тре-
угольника. Сразу напрашивается простое решение – 
арифметическое среднее: 50cT . Этот результат ассо-
циируется с правилом (5).  Анализируя форму области, 

можно предположить, что эта температура занижена, хотя 
для итерационной процедуры это хорошее нулевое при-
ближение. Правило Сьярле-Равьяра существенно завыша-
ет температуру: 5,87cT . Лучший результат дает пра-
вило (6): 5,57cT . 

Тестирование показывает, что схема Сьярле-
Равьяра не может участвовать в «споре моделей» (по 
меткому выражению Е.С. Вентцель). Что же касается 
моделей (5) и (6), необходимы компьютерные экспе-
рименты с блуждающими частицами на границе. Ин-
формация из «первых рук» помогает сделать правиль-
ный выбор. 

Результаты компьютерного моделирования тако-
вы. Из 2400 частиц, стартовавших из центра треуголь-
ника, в среднем 136 частиц закончили блуждания в 
вершине треугольника, промежуточный узел в сред-
нем поглощает 332 частицы. 

При этом расчетная формула обретает вид: 
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Эмпирическая температура в центре треугольни-
ка 5,57cT . Теоретическая температура в любой 
внутренней точке треугольника определяется по фор-
муле (7) с коэффициентами редукции (6). 

ВЫВОДЫ 
Как и следовало ожидать, температурное поле 

треугольника третьего порядка оказалось весьма чув-
ствительным относительно вариации внутренней мо-
ды. Если модифицированные функции  yxN i ,  подоб-
рать правильно, то формула (7) реализует несеточную 
одношаговую 9-маршрутную схему случайных блужда-
ний на треугольнике. Интересно получить подобные 
результаты на треугольнике 4-го порядка. 
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