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ВВЕДЕНИЕ 
Важнейшей функцией управления предприятием 

является согласование целей, функций, систем, элемен-
тов, т.е. координация [1, 2], под которой понимают 
правила взаимодействия подсистем, которые направ-
лены на достижение глобальной цели, стоящей перед 
системой в целом и локальных целей отдельных под-
систем [3]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Пусть  NZ  – случайные затраты производства 

на изготовление N  единиц товара (сырья, изделий, 
услуг и т.д.) включающие в себя  NZ0  – постоянную 
составляющую (техническую стоимость системы произ-
водства) и  NZ1  – переменную составляющую (затра-
ты на организацию системы производства).  

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
Найдем оптимальные затраты  NZопт , которые 

обеспечены таким управлением, при котором отклоне-
ния от «шаблонных» оптимальных альтернатив на 
множестве I  будет множественным. В такой постанов-
ке реализуется оптимальное технологическое управле-
ние производственной системой [3]. 

Допустим, что удельные веса составляющих 
 NZ0  и  NZ1  равны соответственно q  и q1 . 

Величины q  и q1  удобно трактовать как вероятно-

сти появления соответствующих затрат в общих затра-
тах: 

( ) ( ) ( ) ( )0 1Z N qZ N 1 q Z N= + -  (1)

Рассматривая  NZ0  и  NZ1  как реализации 
случайной величины затрат  NZ , которые появляются 
с вероятностями q  и q1 , нетрудно определить на-
чальные ,...,2,1, kmk  и центральные моменты 

,...3,2, kk  суммарных затрат  NZ : 
      k k

k 0 1m Z N Z N q Z N 1 q ,  k 1,2,...,       (2)
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(3)

По этим моментам, используя ортогональное раз-
ложение функции распределения в ряд Грамма-
Шарлье, нетрудно синтезировать функцию распределе-
ния   NZF . Использование этого распределения 
позволяет решать ряд задач оптимального управления 
производством, определять условия существования и 
единственности оптимальных решений. 

Выберем в роли критерия оптимальности первый 
начальный момент суммарных затрат – средние сум-
марные затраты 

      1 0 1m Z N Z N q Z N 1 q      (4)

и определим необходимые условия существова-
ния и единственности оптимального решения. Диффе-
ренцируя функцию (4) по N  и приравнивая результат 
нулю, получим уравнение оптимизации в виде: 
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(5) 

Для того чтобы оптN , полученное из решения 
уравнения (5), доставляло минимум функции (4), необ-
ходимо выполнение условия: 

   
 

2 2
0 1

2 2

Z N Z N
q 1 q

N N

 
  

   
(6)

Из анализа условия (5) можно сделать вывод о 
том, что экстремум достигается в точке, где достигается 
равенство производных  NZ0  и  NZ1 , взятых с 

весами q  и q1 . При 
2

1
1  qq  достигается ра-

венство производных по абсолютному значению. По-
строим математическую модель многофакторной оп-
тимизации. Для этого выполним простейшую однопа-
раметрическую аппроксимацию составляющих затрат в 
следующем виде: 

    NZNZ
N

Z
NZ 11

0
0 ,   (7)

где  NZ0  – постоянные затраты, а  NZ1  – 
переменные затраты. 

Уравнение оптимизации (5) принимает вид: 
1

2
0

Z q

Z N 1 q


  
(8) 

Условие существования минимума средних затрат 
выполняется в виде: 

 2
1 0

2 3

m Z N Z
2q 0
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  

(9)

Из решения (8) получим оптимальное значение 
объема производства 

0
opt

1

Zq
N

1 q Z


  
(10)

которое обеспечивает минимум средних затрат 

   1 min opt 0 1m Z N 2 q 1 q Z Z      
(11)

Можно заметить, что минимальное значение (11) 

достигает максимума при 
2

1
1  qq , следователь-

но, максимальное значение 
 

1 0 1
q N

max min m Z N Z Z   
 

(12)

Таким образом, величина (12) является пессими-
стической оценкой – оценкой сверху – минимальных 
средних затрат. 

Рассмотрим модель в безразмерных величинах. 
Выполним нормировку объема производства и средних 
затрат для определения общих закономерностей в 
поведении средних затрат. Введем безразмерный 
нормированный объем: 

оптN
Nx  , (13).Тогда 

оптxNN  . (14) 
Подставим это значение в выражение (4), полу-

чим с учетом (7) 

   0
1 1 opt
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Z
m Z x q 1 q Z N x

xN
     

 
(15)

Обозначим безразмерные параметры 

  опт
опт

NZqK
N

Z
qK 11

0
0 1,   

(16)
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(17)

 
и определим координаты экстремума через эти 

коэффициенты, получим: 

   

 

0
1 min opt 0 1 1 opt

opt

0 1

Z
m Z x 2 K K 2 q 1 q Z N

N

2 q 1 q Z Z .

      

 

(18)

Выполним нормировку средних затрат по форму-
ле (18), получим: 

 1 0 1

1 min opt 0 1 0 1

2 2 2
opt opt

opt opt

m Z( x ) K 1 K
x

xm Z ( x ) 2 K K 2 K K

x x x1 x 1 x 1 1
x .

2 x x 2x x 2x 2 x
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  
                 

(19)

Учтем максимальное значение (12) средних за-
трат, тогда нормированное значение средних затрат -  
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     
2 21 x 1 x

y x,q 2 q 1 q q 1 q
2x x

 
    (20)

Функция (20) имеет минимум по x  при 

1 оптxx  и максимум по q при 
2

1
q . На рис. 1 

показан график зависимости  qxy , , точка A является 
точкой максимума. Условно показана траектория дви-
жения этой точки при изменении параметра q. 

 
Рисунок 1 – График зависимости  qxy ,  

Предположим, что 6
0 10Z  ден.ед./ед.изд., 

2
1 10Z  ден.ед./ед.изд., 

2

1
1  qq . Определим 

оптимальное значение объема производства и макси-
мальное значение средних затрат. 

Используя формулу(10), получим: 
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Nопт  ед.изд. 

По формуле (12) получим: 
   4

101 10minmax  ZZNZm
Nq

 ден.ед. 

Далее, предположим, что 4
1q  и для этих ис-

ходных данных определим, как повлияет уменьшение 
q  на оптимальное решение. 
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     866010231241,min 4
101  ZZqqNZm

N

 ден.ед. 
Таким образом, уменьшение q в 2 раза приводит 

к уменьшению в 31  оптимального объема произ-

водства и к уменьшению в 23  минимальных сред-
них затрат. 

ВЫВОДЫ 
Такое поведение оптимального решения имеет 

очевидный логический смысл: уменьшение q приводит 
к уменьшению постоянной составляющей затрат и 
одновременно к относительному увеличению пере-
менной составляющей затрат, поэтому точка экстре-
мума смещается в сторону меньших оптимальных 
значений объема и меньших минимальных значений 
средних затрат. 
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