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ВСТУП 
Розвиток програмного забезпечення моделювання ди-

наміки підводних апаратів передбачає розширення мож-
ливостей його застосування для різних видів робіт, техно-
логічного та допоміжного обладнання, типів корпусів, умов 
експлуатації. Інтеграція додаткових модулів визначення 
гідродинамічних характеристик, до складу ПЗ моделюван-
ня динаміки [1-5], дозволяє гнучко переходити за задани-
ми критеріями від режимів наближеного аналізу до режи-
мів, що враховують особливості геометричних характерис-
тик корпусів, наявності отворів та порожнин, а також впли-
ву збурення поверхневих хвиль на коефіцієнти приєднаних 
мас та демпфірування підводного апарата у цілому. 
Перехід від баз даних гідродинамічних характеристик, 
побудованих для окремих типів корпусів та умов, до баз 
знань є однією з багатообіцяючих перспектив. Успіхи засто-
сування нейронних мереж (НМ) до створення баз знань в 
загалі є особливо приваблюючим підходом [8-13]. Однак, 
існуючи методи навчання таких мереж не є такими, що 
дозволяють швидко визначати синаптичні коефіцієнти 
ваги, тому потребують свого удосконалення. Більшість 
існуючих методів навчання [8-13] стримується математич-
ними проблемами пошуку точного розв’язку системи 
нелінійних алгебраїчних рівнянь. Однак, успіхи спроб, що 
здійснювались застосуванням квазілінеаризації та методу 
рекурентної апроксимації (МРА) [3-5] дозволяють звезти її 
розв’язок до послідовності, яка швидко збігається [4, 5, 7]. 

Такі результати стимулюють подальше застосування МРА 
до постановки та розв’язку нових типів задач [1, 2]. Особ-
ливо це становиться привабливим з введенням ідеї про 
використання вектора індикатора та інтелектуалізації 
процесу, що відкриває нові можливості МРА навіть для 
негладких осцилюючих функцій [14]. Дослідження такого 
комбінованого підходу на сьогоднішній день обмежується 
тільки скалярною функцією одного аргументу. 
Застосовність ідеї вектора індикатора до розкладу 
скалярної або вектор-функції векторного аргументу та 
подальша інтелектуалізація процесу пошуку аналітичного 
розв’язку системи нелінійних рівнянь, які утворено неглад-
кими функціями є головною з невивчених та нерозв’язаних 
задач, що буде обмежувати створення НМ.  

Мета статті – дослідити можливості аналітичного 
навчання НМ для функцій активації типу функцій 
розподілу Фермі, отримати аналітичні вирази для си-
наптичних коефіцієнтів ваги, продемонструвати 
швидкість збіжності та точність розв’язків.   

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ АНАЛІТИЧНОГО  
НАВЧАННЯ НЕЙРОННОЇ МЕРЕЖІ 
Для прозорості викладу загальну задачу проектування 

структури та навчання НМ визначення гідродинамічних 
характеристик розділимо на два випадки: одношаровий 
штучний нейрон та багато шарова нейрона мережа. 

Одношаровий штучний нейрон. Розглянемо штуч-
ний нейрон, який містить чотири входи та один вихід. 
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Останній є стандартним елементом для конструювання 
багатошарової НМ. Припустимо, що на всі чотири входи 
нейрону подано від задатчиків особливостей корпусу та 
умов обтікання вхідний чотирьох компонентній вектор 
X . Після підсилення кожної з компонент, тобто мно-

ження на відповідні коефіцієнти синаптичних ваг i  та 
зсуву на задану величину 0  формується вхід  

1 2 3 4 0S x y z t         , 
а за допомогою наперед заданої активаційної  

функції  H S  вихід  Y H S .  

Покладемо, що вихідний сигнал є скалярною величи-
ною. Припустимо, що в результаті вивчення бази даних, що 
зібрано а наслідок експериментальної обробки та узагаль-
нення [3,5] або побудованої за алгоритмами [2, 3] обрано 
п’ять достовірних еталонних прикладів значень 
гідродинамічних характеристик приєднаних мас або 
демпфірування. Для цих еталонів зібрано інформацію про 
значення всіх компонент вектору входів та виходу. Поста-
вимо задачу знайти величини синаптичних коефіцієнтів 
ваги, які забезпечують повну відповідність зразковим 
еталонам або задовольняють вимозі мінімуму суми 
квадратів відхилень від них. 

Введемо шости вимірний простір у який відображаєть-
ся вхідний вектор X  та вихід Y , тоді відповідно до струк-
тури нейрону аргументом функції активації буде S - ска-
лярна, лінійна комбінація входів зсунутих відносно початку 
відліку і яка теж відображається у цей простір: 

1 2 3 4 0mm m mmyS x tz         (1) 
Припустимо, що активаційну функцію, яка за вимо-

гою [15] є неперервною разом із її похідними та 
диференційованою, яку загально позначимо  h S  

обрано, тоді задача аналітичного навчання [15-16] 
зведеться до задачі знаходження коренів системи п’яти 
скалярних рівнянь виду: 

0; 1,5m m   ,  (2) 
де позначено m  – похибка виходу для еталонного 

значення mY , яка дорівнює  

  , 1,5mm mh mSY    , (3) 

а  mh S  – значення активаційної функції вектора 

входу для еталону, належність до якого  позначено 

нижнім індексом m . Розкладемо рівняння системи (3), 
що складено за умовами (2) у ряди [4,15-16] : 

– за лінійною схемою наближення 
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–  за квадратичною схемою наближення  
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,  (5) 

 
де додатковими нижніми індексами n  та 1n   

позначено номери наближення. 
Тепер розглянемо випадок, коли кількість еталонів M, 

яким необхідно обов’язково задовольнити, більше за кіль-
кість коефіцієнтів ваги. Тоді задача про мінімізацію суми 
квадратів похибок сформулюється наступним чином 
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      ,    (6) 

яка є еквівалентною до задачі про знаходження ко-
ренів системи: 
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Розкладемо рівняння системи (7), що складено за 
умовами (6) у ряди [4,15-16]: 

– за лінійною схемою наближення 
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– за квадратичною схемою наближення 
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ЗАСТОСУВАННЯ ІНТЕЛЕКТУАЛЬНОЇ ОБРОБКИ  
ВЕЛИЧИНИ ДО РОЗКЛАДУ У РЯДИ СКАЛЯРНОЇ 
ФУНКЦІЇ АБО ВЕКТОР-ФУНКЦІЇ ВІД ВЕКТОРА 
Введемо правило спрацьовування три рівневого 

компаратору. Покладемо, що на необмеженій множині 
дійсних чисел  ,Y     існує набір трьох 

еталонів величин 1Y , 2Y , 3Y , тоді введемо компара-
тор, який реалізуватиме предикат виду  

1

1 1 2 3 2

3

1, ,

( , , ) 0, ,

1, ,

если Y Y
если YD Y Y Y Y
если Y Y

 
 
 

  (10) 

де 1Y , 2Y , 3Y  величини приймаються як такі, що 
допускають вимірювання і які покладені за еталони. Їх 
значення можуть варіюватися, а у окремих випадках 
навіть приймаються рівними. Покладемо також, що це 
правило справджується не тільки для фізичної величи-
ни, а й у тому числі для її похідних. Введемо три типи 
величин індикаторів, які утворено в наслідок обробки 
за допомогою компаратора типу (10), але у якому усі 
три  значення величин еталонів покладено рівними та 
які також дорівнюють нулеві: 
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Розклад ( )L x x   – скалярної функції векторно-
го аргументу у ряд Тейлора подамо тепер у вигляді, 
добутку величини індикаторів стану у тому числі і час-
тинних похідних 
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де елементи відповідних матриць визначено: 
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Додаткове введення величин 
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дозволяє узагальнити та подати розклад 
( )L x x   - вектор функції векторного аргументу у 

ряд Тейлора у вигляді, добутку величин індикаторів 
стану у тому числі і частинних похідних 
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Таким чином, за рахунок введення додаткових ве-
личин за виразами (11) та (14) і попередньої обробки 
компаратором (10), з урахуванням виразів для компо-
нент вектор функції приведемо задачу з негладкими 
функціями до розв’язку у вигляді рекурентної послідо-
вності як це було запропоновано у роботі для скалярної 
функції одного скалярного аргументу при наявності 
локальних максимумів та мінімумів, тобто осциляцій 
[14]. Остання, після підстановок, трансформується до 
системи п’яти рівнянь. 

РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ АНАЛІТИЧНОГО  
НАВЧАННЯ НЕЙРОНУ 
Задачі (2) або (4) або (5) зводяться до задачі знахо-

дження кореня системи нелінійних рівнянь, оскільки 
вимога неперервності  активаційної функції реалізуєть-
ся тільки як нелінійна неперервна функція. До цієї ж 
задачі зводиться ж задача пошуку синаптичних ваг, що 
поставлена як задача мінімізації суми квадратів похи-
бок (7) або (8) або (9).  

В роботі [1,2,3] продемонстровано, що за умов ди-
ференційованості вектор-функції, тобто правих частин 
системи (2) або (4) або (5)  ефективним є метод  
рекурентної апроксимації. Припустимо, що усі функції 
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активації є неперервними та 1N   раз диференційо-
ваними, запишемо розклад у ряд умови (4) відповідно 
до методу рекурентної апроксимації скориставшись 
кубічною апроксимацією:  

 

– лінійна схема наближення 
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квадратична схема наближення 
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Розв’язок (16) подамо у вигляді рекурентної послі-
довності, визначаючи для 1p  - шого значення на-
ближення синаптичного коефіцієнту ваги з шару q  - 

( )
1

q
ksp   із кубічної апроксимації за лінійною схемою 

наближення: 
 

   

( ) ( )
1

( )

( ) ( )
1( )( ) 1,

( )

( ) ( )
1 ( )

1, 1

( ) ( ) ( )
1 ( ) ( )

1, 1

1

2

1

6

q q
ksp ksp

q q
qN kj kjq q q

kj kj kjpqqkjm j j sa kj qkj a
kj

q qN Nq q
kjp kjpq

j j s jkj

q qN Nq q q
kjp kjp kjpq q

j j s jkj kj

h S
Dh S

P

 


 




 
 




 




  


  

 

       


    



 
   

 

 

 

1

( )

( )
( ) ( )

1
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 1

( )

( ) ( )

( )

/

2

/ ..;.

6

qN

j

q q
qNkj kj q

kjpq q
jkj kjq

a
kj

q qN Nq q
kjp kjpq q

j jkj kj

q q
kj kjq q

kjp kjp

q
a

kj

P

h S
P

P

h S
P

 



 









 



 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 
 
  

    
  

 
 
 
  
     
  




 ( )

( )( )

( ) ( )

;

; 1 ;,

1 ; 1 ; ; 1, ., ,

q
kj

Qq
kjp j

Q Q

a k N

j s j s m MN N



 

   
             (18) 



 
 

43 

# 16 (2014) 

Слід зазначити, що при сумуванні необхідно врахо-
вувати умову j s , яка виникає як наслідок переносу 
доданків з правої частини рівняння до лівої. 

Для розв’язку задачі з використанням кубічної ап-
роксимації за квадратичною схемою наближення утво-
римо рекурентну послідовність для визначення 1p   
- шого значення наближення синаптичного коефіцієнту 
ваги ( )

1
q

ksp   : 
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де позначено 
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Слід аналогічно зазначити, що при сумуванні необхідно 
враховувати умову j s , яка виникає як наслідок пере-
носу доданків з правої частини рівняння до лівої. 

Розв’язок задачі про мінімізацію суми квадратів по-
хибок здійснимо теж за допомогою методу рекурентної 
апроксимації [4]. Для його реалізації попередньо дифе-
ренціюємо умову (6) за кожним з коефіцієнтів синапти-
чних ваг, а далі розкладемо ліві частини у ряди за ме-
тодом рекурентної апроксимації: 
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- квадратична схема наближення 
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ОЦІНКА ЗБІЖНОСТІ 
Позначимо для спрощення і компактності викладу 

та запису ліві частини умов (4) або (5) або (7) загальним 
виразом ( )L x . Побудовані алгоритми розв’язку цих 
рівнянь є послідовністю, яка за умов існування її  збіж-
ності взагалі має властивості двохсторонньої та квадра-
тичної [4,6,7]: 

для лінійної схеми наближення 
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Позначимо корінь до якого прямує розв’язок *x , 
тоді похибка на 1n  - шому наближенні визначиться 
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, (20) 

де позначено  
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. 

 
Розклавши праву частину (20) у ряд Тейлора, обме-

жившись трьома першими доданками запишемо:  
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Похідна від ( )nx  по nx  у точці кореня дорівнює 
нулеві, оскільки прямим диференціюванням маємо  
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Таким чином, друга похідна від ( )nx  по nx  у то-
чці кореня визначає швидкість збіжності, а значить 
третя від *( )L x  по nx  у точці кореня визначає швид-
кість збіжності, а сама збіжність є двохсторонньою та 
квадратичною.  

Тепер розглянемо квадратичну схему наближення 
[4,6]. Доведення квадратичної збіжності здійснюється 
двома шляхами. Перший з них, полягає у знаходженні 
границі, а потім дослідженні її поведінки. Другий здійс-
нюється  обчисленням значень функції рекурентного 
розкладу  
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Так позначимо 
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та припустимо, що при   0B x   існують грани-

ці 
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За цих умов для квадратичної схеми наближення 
маємо 
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а за додаткових умов припущення про опуклість 
функції, останнє спрощується і має границю: 

 

 
1

0

( )
lim

( )
n

n n
B x

n

L x
x x

L x


 


. 

 

Таким чином, для границі маємо вигляд лінійної 
схеми наближення лінійної апроксимації швидкість 
збіжності якої як показано в [4,6] є двохсторонньої та 
квадратичної.  

Доведемо за іншим підходом, що для  квадратичної 
схеми наближення у загальному випадку має місце 
двохстороння та квадратична збіжність. 

Введемо позначення  
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де позначено 
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Розклавши праву частину (21) у ряд Тейлора, обме-
жившись трьома першими доданками запишемо:  
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Застосуємо  безпосереднє диференціювання функції 
 nx  по nx  та обчислимо її значення у точці кореня *x  
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Останнє з урахуванням, що *( ) 0L x   дозволяє обчи-

слити границю похідної у точці кореня *x  
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, 

що дозволяє стверджувати; - при квадратичній 
схемі наближення має місце двохстороння та квадра-
тична збіжність, а її швидкість залежить від властивос-
тей функції активації та виду поставленої задачі та 
меншою мірою від схеми наближення. Так для задачі 
навчання у якій забезпечується задане значення похи-
бки вона визначається максимальною величиною тре-
тьої та мінімальною четвертої похідної від функції ак-
тивації, а задачі мінімізації суми квадратів похибки 
максимумом четвертої та мінімумом п’ятої її похідної.  

ВИСНОВКИ 
1.  За допомогою методу рекурентної апроксимації 

розв’язано задачу про аналітичне налаштування, 
яку зведено до системи нелінійних алгебраїчних рі-
внянь розв’язок якої подано як рекурентну послідо-
вність. 

2.  Швидкість збіжності утвореної послідовності 
розв’язків визначається величиною оцінки похідних 
функції активації. 
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