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ВВЕДЕНИЕ 
Слово “забавы” не должно вызывать удивления. Оно 

взято из названия статьи в американском математическом 
журнале “Пентагон” [1]. Издавна существует устойчивый 
тезис: наука – вид игры. Взгляд на науку как проявление 
игры высказывают многие ученые. Известный английский 
физиолог Э. Стерлинг, прославивший своё имя введением в 
научный обиход понятия “гормон”, ещё в 20-е годы ХХ сто-
летия заявил: “Научное исследование – самая великая 
игра”. Этой теме посвящена целая глава в книге [2]. Харак-
терно, что игровая сторона науки сильнее звучит в выска-
зываниях представителей точного знания, где эти моменты 
работы ученого проступают явственнее, в частности, в фи-
зике и, особенно, в математике. Эта статья относится к 
прикладной математике, точнее к методу конечных эле-
ментов (МКЭ). Наше внимание сосредоточено на малоизу-
ченных моделях – серендиповых элементах. Мы попыта-
емся объяснить некоторые парадоксы и устранить ошибки.  
Наши исследования подтверждают важный вывод [2]: 

игровая природа науки состоит не только в том, чтобы 
творить, подчиняясь правилам, но и в том (может быть, 
иногда даже больше в том), чтобы эти правила в необхо-
димые моменты нарушать.  

После триумфа “пенициллиновой” славы А. Флеминг 
признался, что он “игрок в микробы”. А далее ученый 
продолжил: “Но в этой игре есть, естественно, свои пра-
вила. Интересно их нарушать, доказывать, что некоторые 
из них неправильны, и находить то, о чем ещё никто не 
подумал…”. Марк Твен в свойственной писателю образ-
ной манере так преподносит эту мысль: “Сначала добудь-
те факты, а затем на досуге можете ими поиграть” [2]. 

Сегодня в теории серендиповых аппроксимаций на-
коплено столько интересных фактов, что вполне можно 
последовать совету Марка Твена. 

АНАЛИЗ ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ ПУБЛИКАЦИЙ 
Тема серендиповых элементов поднимается в книгах 

[3-6]. Об исключении (конденсации) неузловых парамет-
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ров можно почитать в [7-12]. Информация о серендипо-
вых элементах ограничена стандартными моделями [10], 
которые, как выяснилось, физически неадекватны. Речь 
идет о парадоксе “гравитационного отталкивания” в по-
узловых распределениях нагрузок элементов высших 
порядков. По признанию О. Зенкевича, эти распределе-
ния лишены “здравого смысла” [3]. Однако Зенкевич и его 
последователи не увидели возможности избавиться от 
этого недостатка серендиповых моделей и посоветовали 
смириться с ним. Мы считаем, что такая возможность 
существует и связана она с правильным использованием 
неузловых (скрытых) параметров интерполяции (аппрок-
симации). 

Интересно проанализировать, что пишут о неузловых 
параметрах специалисты, развивающие и применяющие 
МКЭ. По мнению одного из авторитетнейших специали-
стов в МКЭ О. Зенкевича, сохранение неузловых парамет-
ров не имеет больших преимуществ, так как это не изме-
няет функцию формы на границе КЭ [3]. Здесь Зенкевич 
упускает из виду то обстоятельство, что внутренние па-
раметры способны существенно изменить поведение 
функции внутри КЭ. При этом изменяются интегральные 
характеристики модели. Не следует забывать, что интег-
рирование по конечному носителю – ключевая  процеду-
ра МКЭ.  Описывая особенности серендиповых аппрокси-
маций, авторы [4] замечают, что на элементах серенди-
пова семейства узлы размещаются (по мере возможно-
сти) на границах КЭ, а базисные функции получаются 
умножением членов степени p  по одной переменной на 
линейные члены по другой переменной. Тогда на грани-
цах вид аппроксимации функции совпадает с получен-
ным для лагранжевых КЭ и, таким образом, сохраняется 

0C - гладкость аппроксимации. Нам кажется, что линей-
чатость серендиповых поверхностей – главная причина 
чрезмерного усиления жесткости стандартных моделей. 
Зенкевич и Морган не подумали о том, что 0C - глад-
кость поверхности не нарушится, если умножить не на 
линейные, а на квадратичные члены по другой перемен-
ной. Этот прием смягчает модель, устраняя эффект “гра-
витационного”  отталкивания. В книге [7] описан элемент 
биквадратичной интерполяции, в котором внутренний 9-
й узел исключен вместе с соответствующим членом 

22 yx . К сожалению, все стандартные элементы серен-
дипова семейства получены путем совместного устране-

ния внутренних узлов и внутренних параметров. Приме-
чательно, что даже профессиональные математики не 
усмотрели в такой процедуре конденсации нежелатель-
ных последствий. Вот что пишут по этому поводу Стренг и 
Фикс [8]: “Простая модификация лагранжева элемента в 
соответствующий серендипов элемент биквадратичной 
интерполяции состоит в исключении внутреннего узла и 
уменьшении числа параметров до восьми. Это делается 
за счет удаления из биквадратичного полинома члена

22 yx , вклад которого в аппроксимацию незначителен. 
Важно, что такая модификация избавляет от нежела-
тельного внутреннего узла”. Стремление избавиться от 
нежелательных внутренних узлов понять можно, однако 
роль “внутренних” мономов недооценить нельзя. Неко-
торые из наших предшественников хорошо понимали, 
что задача исключения внутренних узлов имеет множе-
ство решений. Например, Галлагер [9] прямо указывает 
на то, что для исключения внутреннего узла можно выпи-
сать набор различных выражений в терминах сокращен-
ной системы степеней свободы. Трудно понять, почему 
Зенкевич и его последователи остановили свой выбор на 
стандартных серендиповых базисах, которые так далеки 
от совершенства. 

Ясно, что в МКЭ узловые точки неравноценны. Так, ус-
ловия в центре тяжести элемента накладывают связи 
лишь на рассматриваемый элемент, условия в промежу-
точных узлах на границе КЭ уже захватывают и соседний 
элемент, а в узлах, расположенных в вершинах КЭ, усло-
вия перевязывают все сходящиеся в них элементы. Это 
еще одна причина для исключения внутренних узлов. При 
этом важно сохранить внутренний параметр и направить 
его потенциал на усовершенствование модели. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
В математике эксперименты с моделями – интерес-

ная и захватывающая игра. Такие эксперименты никогда 
не прекращались. Среди математиков прошлого наибо-
лее известными экспериментаторами были Л. Эйлер 
(1707-1783) и К. Гаусс (1777-1855). После появления ком-
пьютеров интерес к экспериментированию заметно воз-
рос. В 1968 г. Эргатудис, Айронс и Зенкевич [10] экспери-
ментально подбирали изопараметрическое преобразо-
вание криволинейного четырехугольника в квадрат. В 
результате были открыты серендиповы элементы. Базис-
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ные функции, полученные авторами [10], называются 
стандартными.  

Ниже мы покажем одну из возможностей конструи-
рования нестандартных базисов, свободных от “врож-
денных” недостатков серендипова семейства. Предло-
женный способ конденсации (редукции) является универ-

сальным. Мы иллюстрируем этот способ на квадратном 
элементе 2-го порядка (биквадратичная интерполяция). 

Хорошо известно, что прообразом серендипова ко-
нечного элемента (СКЭ) был лагранжев элемент (ЛКЭ). 
Поэтому на рис. 1 показаны прообраз (9 узлов) и образ (8 
узлов) элементов биквадратичной интерполяции.  
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Рис. 1.  Элементы 2-го порядка (ЛКЭ-9 и СКЭ-8) 

Установлено [13], что единственный базис ЛКЭ явля-
ется генератором бесчисленного множества базисов СКЭ 
того же порядка. Из множества базисов всегда можно 
выбрать математически обоснованные и физически 
адекватные базисы. Авторы [10] сделали неудачный 
выбор, хотя с поставленной в [10] задачей стандартный 

базис справляется. Попытаемся разобраться в стандарт-
ных приемах построения базиса СКЭ. Полезно воспользо-
ваться схемой Паскаля (рис.2), которая содержит все 
мономы, необходимые для билинейного и биквадратич-
ного базисов. 
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Рис. 2. Схема Паскаля 

В МКЭ до сих пор господствуют правила матричной 
алгебры, поэтому строго соблюдается соответствие меж-
ду количеством узлов и количеством мономов в интер-
полянте. При этом мономы выбираются так, чтобы не 
нарушалась геометрическая изотропия [5, 11]. Обсудим 
это на примере биквадратичной интерполяции. Для двух 
аргументов полный полином 2-й степени содержит 6 
мономов (рис. 2). Для СКЭ-8 этого недостаточно. Еще два 
монома нужно выбрать так, чтобы на границах 1x , 

1y  степень была не выше 2-й. Таким образом, пер-
воначально интерполянт принимается в виде: 
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где id  - неопределенные коэффициенты, которые 
определяются методом обратной матрицы. Для этого 
нужно составить и решить СЛАУ 88 . Задача обращения 
матрицы является непростой, особенно для многочленов 
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высоких степеней и функций нескольких переменных. В 
то же время в МКЭ [3, 5, 7, 12] используется интерполяци-
онная формула, где в явном виде выделена зависимость 
функции ),( yxf  от ее узловых значений. Это удобно, 
поскольку при рассмотрении всей совокупности КЭ удает-
ся сразу приравнять узловые значения функции ),( yxf  
для смежных элементов и тем самым заранее обеспечить 
требуемую гладкость функции во всей области. Таким 
образом, задача интерполяции сводится к определению 
коэффициентов Лагранжа  ),( yxN i  в полиноме 

 





8

1

),(),(
i

ii fyxNyxf , (2)
 

где if  - узловые значения функции ),( yxf . 
Предполагается, что многочлен (2) определенной сте-

пени содержит все более низкие степени переменных. Это 
обстоятельство связано со сходимостью МКЭ и аппрокси-
мацией геометрически возможных перемещений при 
неограниченном уменьшении размеров КЭ. Поведение 
интерполяционного полинома на границе КЭ регламен-
тируется условиями интерполяционной гипотезы Ла-
гранжа: 
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где ),( yxN i  - базисная функция; i - номер функции; 
k  - номер узла. 

Вместо составления и решения СЛАУ 88  мы реду-
цируем ЛКЭ-9 в СКЭ-8 путем распределения “информа-
ции”, сконцентрированной в центральном узле, между 
граничными узлами. Иными словами, базисные функции 
СКЭ-8 мы выражаем через базисные функции ЛКЭ-9, 
которые определяются простым перемножением одно-
мерных базисных функций Лагранжа от x и y . Чтобы 
получить полный базис ЛКЭ-9, достаточно построить 
только три функции: ),(0 yxL , ),(1 yxL  и ),(5 yxL . Эти 
функции имеют вид: 

 

  22
0 11),( yxyxL  , 

(4)   yxyxyxL  11),(1 , 

  yxyxL  11
2

1
),( 2

5 . 
 

В качестве меры сконцентрированной в узлах “ин-
формации” возьмем узловые нагрузки от единичной 
массовой силы. Узловые нагрузки определяются по фор-
муле интегрального среднего 

 

 
D

ii dydxyx
S

,
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где ),( yxi  - базисная функция соответствующей 
модели; D  - область интегрирования; S  - площадь 
области D .  

Набор  i  назовем спектром узловых нагрузок ЛКЭ-
9: 

 

36

1
i ,     4,1i ;     

36

4
i ,     8,5i ;    

36

16
0  . 

 

Как распределить 
36

16
0   между граничными уз-

лами КЭ? Понятно, что способов множество, однако не все 
способы дают физически адекватное распределение 
нагрузок. Чтобы составить представление о базисе СКЭ-8, 
достаточно построить лишь две функции: “угловую”, на-
пример,  ),(1 yxN  и  “промежуточную”, например, 

),(5 yxN . Формулы преобразования лагранжевых по-
линомов в серендиповы имеют вид [13]: 

 

     yxLyxLyxN ,,, 011  , 
(6)

     yxLyxLyxN ,,, 055  , 

где  144   . 
Чтобы получить стандартный базис СКЭ-8 [10], Джор-

дан [7] использовал “рецепт”: 

4

1
 ;  

2

1
 .  При этом базисные функции име-

ют вид: 

   yxyxyxN  111
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(7)
  yxyxN  11

2

1
),( 2

5 . 

Формула (5) дает: 
12

1
1  ;  

3

1
5  . 

Обращает на себя внимание линейчатый характер 
“промежуточной” поверхности ),(5 yxN . Избыточная 
жесткость “промежуточных” поверхностей стандартной 
модели – главная причина возникновения аномального 
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спектра. С геометрической точки зрения   - аппликата 
“угловой” поверхности ),( yxN i ,   - аппликата “про-
межуточной” поверхности в центре (0,0) после модифи-
кации КЭ.   

В примерах,  приведенных ниже, рассматриваются 
конкретные спектры нагрузок и соответствующие базис-
ные функции ),(1 yxN  и ),(5 yxN . 

Для 
12

1
1  ;  

3

1
5   (стандартная модель Эрга-

тудиса, Айронса и Зенкевича) базисные функции имеют 
вид (7). 

Для 01  ;  
4

1
5   имеем: 

   xyyxyxyxN 3111
16

1
),(1  , 

(8)
  22

5 3851
16

1
),( yyxyxN  . 

 

В этом случае загружены только “промежуточные” 
узлы. 

Для 
18

1
1  ;  

36

7
5   имеем: 
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1
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Для 
12

1
1  ;  

6

1
5   имеем: 
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1
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Это модель 4-х сочлененных стержней. 

Для 
9

1
1  ;  

36

5
5   имеем: 
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Для 
4

1
1  ;  05   имеем: 

   xyyxyxyxN 322211
4

1
),(1  , 

(12)
  22

5 3211
4

1
),( yyxyxN  . 

 

В этом случае загружены только угловые узлы. 
Отметим, что в альтернативных (нестандартных) мо-

делях появился 9-й параметр 22 yx , с которым можно 
“поиграть”. Важно, что  “забавы” с 9-м параметром не 
влияют на поведение базиса на границе КЭ. На рис. 3  
показаны графики “угловой” и  “промежуточной” функций 
на границе 1y . 

 
 1,1 xN

x

1

1 5 2  

 1,5 xN

x1 5 2

1

 

Рис. 3.  Графики  xxN  2
1 2

1  и  xN  15 . 

Среди всех “промежуточных” поверхностей ),(5 yxN  
только одна (стандартная) является линейчатой. Это 
пример “жесткой” модели. Гибкость “промежуточных” 

поверхностей в альтернативных моделях достигается за 
счет применения прогнутых параболических профилей 
(рис. 4). 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

  

http://www.pdfxviewer.com/
http://www.pdfxviewer.com/


 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

69 

ЗМІСТ 

 

 yN ,05

y
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05 
1

3

1

3

1


7

1

5

3

7

1

1

0

 
Рис. 4.  Графики  yN ,05 . 

Понятно, что 05   - физически обоснованный пре-
дел. Дальнейшее увеличение прогиба поверхности 

),(5 yxN  приведет к появлению отрицательных нагру-
зок в промежуточных узлах. Такие модели интересны 
чисто академически, как предостережение. Чрезмерное 
смягчение “жесткой” модели может вернуть абсурдные 
результаты, по крайней мере, в задаче поузловой лока-
лизации равномерной массовой силы. 

ВЫВОДЫ 
Неузловой параметр чрезвычайно полезен в конст-

руировании физически адекватных серендиповых эле-
ментов. Вызывает интерес распространение предложен-
ной схемы редукции ЛКЭ в СКЭ на элементы третьего и 
четвертого порядков, в которых появляются соответст-
венно 4 и 9 неузловых параметров. 
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