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ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается возможность оценки 

чувствительности параметров моделей 
динамических систем, получаемых проек-
ционными методами. [2, 7] 

Оценка чувствительности системы оп-
ределяет дополнительное движение сис-
темы (возмущение). 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Решение задач оптимизации управле-

ния сложными динамическими системами 
и их идентификации при частично наблю-
даемых выходных сигналах значительно 
усложняются и могут быть решены при 
определенных допущениях относительно 
структуры матриц системы. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
Первая группа задач нами решена на ос-

нове работ [1, 2, 3, 7, 8] проекционными ме-
тодами (проекцией множества параметров 
пространства состояний динамической сис-

темы на множество выходных частично на-
блюдаемых сигналов и нахождения опти-
мальных управляющих воздействий в виде 
линейных комбинаций проекций векторов 
состояний системы [2, 6, 7, 8]). 

При исследовании возможности опти-
мального управления исходили из того, 
что система описывается векторно-
матричным дифференциальным уравне-
нием [2, 6] 
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где x( t )


 – n-мерный вектор, представ-
ляющий переменные состояния; 

m( t )


 – r-мерный вектор, представляю-
щий управляющие воздействия; 

n( t )


 – s-мерный вектор, представляю-
щий внешние случайные воздействия; 

( t )A  – матрица коэффициентов про-
цессов; 

( t )D  – матрица управления. 
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Решение уравнения (1) имеет вид [2] 
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где ),( 0tt  – матрица перехода, удовле-
творяющая однородному дифференци-
альному уравнению 
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и соотношению 
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где I – единичная матрица. 
В дискретных динамических системах с 

цифровым управлением решение дается 
уравнением переходных состояний [1, 2] 
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Принцип построения оптимального 
управления динамической системой оп-
ределяется показателем качества, в тре-
бованиях которого учитываются ограни-
чения, при выполнении которых гаранти-
руется физическая реализуемость опти-
мального управления динамической сис-
темой. 

При реализации цифровых систем 
управления показатель качества опреде-
ляется квадратичной формой 
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где dx


 – вектор желаемого состояния; 
Q, H – положительно определенные 

симметричные матрицы. 
Первое слагаемое в (9) дает отклонение 

от заданного процесса в любой момент 
времени kT, второе слагаемое учитывает 
ограничение энергии управляющего воз-
действия. [1, 2, 6]. 

При соответствующем выборе матрицы 
Q любую координату состояния процесса 
можно сделать более важной и эффектив-
ной для оценки качества системы по срав-
нению с другой переменной. 

Аналогично, путем выбора элементов 
матрицы H можно наложить желаемые 
ограничения на энергию управляющих 
воздействий. Оптимальное управление 
заключается в определении последова-
тельности векторов управления 

0 1 1m( ),m( ), ,m( N )   
   , минимизирую-

щих ожидаемое среднее значение показа-
теля качества [1, 2, 3]. 

Для линейных систем, характеризуемых 
уравнением переходных состояний (5), 
вектор реализуемого управления, мини-
мизирующего ожидаемое среднее значе-
ние показателя качества дается формулой 
[1, 2]: 
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где B(N-k) – матрица обратной связи, 
элементами которой являются коэффици-
енты обратной связи; 

x̂( k / j )
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 – оценка вектора состояния 
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, использующая измеренные значения 
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мальная в том смысле, что ожидаемое 
среднее значение 

 

 )]/(ˆ)([])/(ˆ)([ jkxkxjkxkxE 


 (11)
 

минимально, )/(ˆ kkx  – это ортогональ-
ная проекция вектора состояния на под-
пространство выходных сигналов Y(j) [7]. 
Поэтому 
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Y(j) является подпространством про-
странства x( k )


 – пространства векторов 

состояния динамической системы.[2, 6, 7] 
Вектор оптимального управления 
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 можно записать в виде суммы 

его ортогональной проекции m̂ ( k / k )  на 
подпространство Y(j) и его нормальной 

компоненты m ( k / k )

 .[7]. По аналогии 

можно записать 
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Ортогональная проекция m̂ ( k / k )


, ко-
торая является наилучшей оценкой для 

)(km
, связана линейно с наилучшей оцен-

кой для x( k )


. Нормальная компонента 

вектора m ( k )

  представляет собой ошиб-

ку оценки. [2, 7]. 
Оценка m ( k )  физически реализуема, 

так как является функцией оценки 
x̂( k / k )


, которая может быть определена 
по измерениям выходных сигналов. 

Покажем теперь, что используя прин-
цип оптимальности и когда вместо векто-

ра оптимального управления )(km
 ис-

пользуется его наилучшая оценка и каче-
ство системы определяется по минимуму 
среднего значения JN. Выражение (9) опи-
сывает оптимальный закон управления [3]. 
При доказательстве этого используется 
симметричность матриц Q и H [4, 5]. Обо-
значим минимум ожидаемого среднего 
значения JN через 
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Очевидно, что когда m( j ) m ( j )  
, то 

EJN = fN   и   EJN - fN = 0. Однако, когда  
m( k ) m ( k )  

 ,  то   EJN - fN > 0, т.е. вводится 
ошибка, так как по определению fN  явля-
ется минимумом для EJN. Следовательно, 
задача состоит в определении для m ( k )  
оценки, минимизирующей ошибку EJN – fN, 
обусловленную нереализуемостью m ( k ) . 
Эта оценка называется наилучшей оцен-
кой и она дается ортогональной проекци-
ей m̂( k / k )
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 и поэтому уравнение 
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 описывает 
оптимальный закон управления для про-
цессов с координатами, недоступными для 
измерения. И задача сводится к нахожде-
нию оценок для многошагового процесса, 
в результате которого последовательно 
находятся оценки для всех шагов и в каж-
дом последующем шаге используются 
найденные оптимальные решения на пре-
дыдущем шаге, т.е. реализуется принцип 
динамического программирования. 

Применяя принцип оптимальности, 
минимальное значение )]0([xfN


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шагового процесса управления с N  1 
можно записать в виде 
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Для N = 1 минимум равен [2] 
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Здесь, как было сказано ранее, принята 
симметричность матриц Q и H. 

В уравнении (1) А – основная матрица 
системы, так как ее структура определяет 
характер переходной матрицы состояния 
(3) и поэтому чувствительность системы 
определяется чувствительностью корней 
характеристического уравнения матрицы 
А. простейшим методом анализа чувстви-
тельности является численное исследова-
ние параметрической модели системы во 
всем диапазоне изменения определяю-
щей совокупности параметров. Основным 
методом исследования в теории чувстви-
тельности является использование функ-
ций чувствительности. 

Пусть 1, 2, …, m – множество собст-
венных значений характеристического 
полинома матрицы А. при этом перемен-

ные состояния nixi ,1, 


 и показатели каче-
ства J1, J2, …, Js являются однозначными 
функциями параметров 1, 2, …, m, т.е.  
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называются функциями чувствительно-
сти k-го порядка по соответствующим 
комбинациям параметров. Очевидно, что 
функции чувствительности переменных 
состояния ),( tx


 зависят от t и параметров 

, а функции чувствительности показате-
лей качества только от параметров 1, …, 
m. Функции чувствительности различных 
порядков являются решениями уравнений 
модели системы. Эти уравнения являются 
уравнениями чувствительности. 

Совокупность исходной математиче-
ской модели (1) и критериев качества (9), 
определяющих функции чувствительности 
называются моделью чувствительности 
изучаемой системы. 

Рассмотрим два случая. Первый – 

1 m( ,..., )   – фиксированное (расчетное) 

значение параметров; 1 m( ,..., )     – 

базисная совокупность;   соответствует 
совокупности переменных состояния [3, 
5]. i ix x ( t , ) 

 
 будем называть основным 

базовым движением системы. Базовому 
движению соответствует базовое значе-
ние показателей качества i iJ J ( )  . При 

изменении параметров i i     полу-
чим новое движение 

1 1i i m m ix x ( t , ,..., ) x ( t , )       
   
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мальная в том смысле, что ожидаемое 
среднее значение 

 

 )]/(ˆ)([])/(ˆ)([ jkxkxjkxkxE 


 (11)
 

минимально, )/(ˆ kkx  – это ортогональ-
ная проекция вектора состояния на под-
пространство выходных сигналов Y(j) [7]. 
Поэтому 

 

)/(~)/(ˆ)( kkxkkxkx 


, (12)
 

Y(j) является подпространством про-
странства x( k )


 – пространства векторов 

состояния динамической системы.[2, 6, 7] 
Вектор оптимального управления 

m̂ ( k / k )


 можно записать в виде суммы 

его ортогональной проекции m̂ ( k / k )  на 
подпространство Y(j) и его нормальной 

компоненты m ( k / k )

 .[7]. По аналогии 

можно записать 
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Используя основные свойства ортого-
нальной проекции [1], находим 
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Ортогональная проекция m̂ ( k / k )


, ко-
торая является наилучшей оценкой для 

)(km
, связана линейно с наилучшей оцен-

кой для x( k )


. Нормальная компонента 

вектора m ( k )

  представляет собой ошиб-

ку оценки. [2, 7]. 
Оценка m ( k )  физически реализуема, 

так как является функцией оценки 
x̂( k / k )


, которая может быть определена 
по измерениям выходных сигналов. 

Покажем теперь, что используя прин-
цип оптимальности и когда вместо векто-

ра оптимального управления )(km
 ис-

пользуется его наилучшая оценка и каче-
ство системы определяется по минимуму 
среднего значения JN. Выражение (9) опи-
сывает оптимальный закон управления [3]. 
При доказательстве этого используется 
симметричность матриц Q и H [4, 5]. Обо-
значим минимум ожидаемого среднего 
значения JN через 

 

0 1 2N N
m( j )

f [ x( )] min EJ , j , , ,N 
   . (14)

 

Очевидно, что когда m( j ) m ( j )  
, то 

EJN = fN   и   EJN - fN = 0. Однако, когда  
m( k ) m ( k )  

 ,  то   EJN - fN > 0, т.е. вводится 
ошибка, так как по определению fN  явля-
ется минимумом для EJN. Следовательно, 
задача состоит в определении для m ( k )  
оценки, минимизирующей ошибку EJN – fN, 
обусловленную нереализуемостью m ( k ) . 
Эта оценка называется наилучшей оцен-
кой и она дается ортогональной проекци-
ей m̂( k / k )


 и поэтому уравнение 

ˆ ˆm (k / k ) ( N k )x(k / k ) B
 

 описывает 
оптимальный закон управления для про-
цессов с координатами, недоступными для 
измерения. И задача сводится к нахожде-
нию оценок для многошагового процесса, 
в результате которого последовательно 
находятся оценки для всех шагов и в каж-
дом последующем шаге используются 
найденные оптимальные решения на пре-
дыдущем шаге, т.е. реализуется принцип 
динамического программирования. 

Применяя принцип оптимальности, 
минимальное значение )]0([xfN


 для N-

шагового процесса управления с N  1 
можно записать в виде 
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 1
0
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, (15)
 

где связь между 1x( )


 и 0m( )


 дается 
уравнением 
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Для N = 1 минимум равен [2] 
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Здесь, как было сказано ранее, принята 
симметричность матриц Q и H. 

В уравнении (1) А – основная матрица 
системы, так как ее структура определяет 
характер переходной матрицы состояния 
(3) и поэтому чувствительность системы 
определяется чувствительностью корней 
характеристического уравнения матрицы 
А. простейшим методом анализа чувстви-
тельности является численное исследова-
ние параметрической модели системы во 
всем диапазоне изменения определяю-
щей совокупности параметров. Основным 
методом исследования в теории чувстви-
тельности является использование функ-
ций чувствительности. 

Пусть 1, 2, …, m – множество собст-
венных значений характеристического 
полинома матрицы А. при этом перемен-

ные состояния nixi ,1, 


 и показатели каче-
ства J1, J2, …, Js являются однозначными 
функциями параметров 1, 2, …, m, т.е.  
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называются функциями чувствительно-
сти k-го порядка по соответствующим 
комбинациям параметров. Очевидно, что 
функции чувствительности переменных 
состояния ),( tx


 зависят от t и параметров 

, а функции чувствительности показате-
лей качества только от параметров 1, …, 
m. Функции чувствительности различных 
порядков являются решениями уравнений 
модели системы. Эти уравнения являются 
уравнениями чувствительности. 

Совокупность исходной математиче-
ской модели (1) и критериев качества (9), 
определяющих функции чувствительности 
называются моделью чувствительности 
изучаемой системы. 

Рассмотрим два случая. Первый – 

1 m( ,..., )   – фиксированное (расчетное) 

значение параметров; 1 m( ,..., )     – 

базисная совокупность;   соответствует 
совокупности переменных состояния [3, 
5]. i ix x ( t , ) 

 
 будем называть основным 

базовым движением системы. Базовому 
движению соответствует базовое значе-
ние показателей качества i iJ J ( )  . При 

изменении параметров i i     полу-
чим новое движение 

1 1i i m m ix x ( t , ,..., ) x ( t , )       
   
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которому соответствуют новые значения 
показателей качества 

1 1i i m m iJ J ( ,..., ) J ( )       
 

. Век-

тор i i ix x ( t, ) x ( t, )    
    

, называется 
дополнительным движением, который 
вызван изменением собственных значе-
ний матрицы А. 

При этом могут быть два исхода: 
1) действительная часть одного или 

нескольких собственных значений харак-
теристического полинома окажется поло-
жительной и система будет неустойчивой; 

2) суммарное изменение i даст изме-
нение показателя качества не соответст-
вующему проектному заданию. 

Решение задач 1) и 2) будет произведе-
но методами теории возмущений на осно-
вании теорем Гершгорина. [4, 8]. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
1. Проекционные методики исследо-

вания динамических систем позволяют 
при определенном подборе матриц Q и H 
решать задачу нахождения квазиопти-
мального управления с определенной 
точностью при неполном наблюдении 
выходных сигналов системы. 

2. Исследование получаемых моде-
лей динамических систем на чувствитель-
ность позволяют определить критические 
изменения собственных значений опера-
тора системы и прогнозировать неустой-
чивые режимы работы системы. 
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ВСТУП 
Сьогодення потребує від спеціалістів у 

галузі автоматики та систем управління 
широких знань і вмінь у питаннях, що 
пов’язані з керуванням складними вироб-
ничими комплексами і багатоприводними 
системами зокрема. Слід зазначити, що 
чимало вдалих рішень вже було винайде-
но і впроваджено виробниками сучасних 
засобів автоматизації. Тому вивчення їхніх 
можливостей та набуття навичок роботи з 
ними, є одним з пріоритетних напрямків у 
підготовці студентів у галузі автоматики 
[1].  

Вирішення задачі керування серводви-
гунами окремо [2], чи у складі різноманіт-
них систем та механізмів [3] є актуальним 
завданням, оскільки серводвигуни широко 
застосовуються як, безпосередньо, у ви-

робництві, так і в конкретних кінцевих ви-
робах. Більшість невеликих сервоприво-
дів, як аналогових так і цифрових, мають у 
своєму складі окремий блок управління і 
керуються за допомогою широтно-
імпульсної модуляції, завдяки чому добре 
підходять для використання у лаборатор-
них роботах як окремо, так і у складі робо-
та-маніпулятора.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
Метою досліджень є розробка та побу-

дова автоматизованої системи керування 
роботом-маніпулятором на базі сучасного 
програмованого логічного контролера 
(ПЛК) для подальшого використання у 
якості лабораторного стенду і застосуван-
ня у навчальному процесі. 




