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ВВЕДЕНИЕ 
Задача нахождения оценок состояний 

динамических систем является довольно 
распространенной при проектировании 
оптимальных непрерывных и дискретных 
систем управления при их стохастическом 
и детерминированном рассмотрении. Ре-
шение задачи в стохастическом смысле 
нами рассмотрена в [1]. Она была основа-
на на методах факторизации корреляци-
онных матриц полностью наблюдаемых 
множеств выходных сигналов динамиче-
ских систем и требует значительного чис-
ла допущений о свойствах матриц систе-
мы. Рассматриваем возможности решить 
отдельные задачи нахождения оценок и 
оптимальных управлений методом проек-
тирования многомерных пространств на 
собственные подпространства. Предлага-
ется рассмотреть их в порядке возрас-
тающих сложностей решаемых задач. При 
исследовании динамических систем в от-
дельных случаях все выходные координа-

ты системы допускают непосредственное 
измерение и наблюдение. 

 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Для линейных систем, обладающих та-

кими свойствами, формирование опти-
мального закона управления как функции 
координат состояния может производить-
ся даже при наличии шумов измерения. 
Однако в инженерной практике очень 
часто не все координаты состояния до-
пускают наблюдение и измерение (напри-
мер скорость реакции в химических про-
изводствах) [2, 3]. В этих случаях опти-
мальный закон управления определяется 
как функция части наилучших оценок ко-
ординат состояния, определяемых по из-
мерениям выходных сигналов системы. 
Следовательно, проблема оптимального 
управления в более общей постановке 
включает в себя как проблему нахождения 
оптимальной оценки состояний системы, 
так и проблему оптимального управления. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
Для современной теории управления 

при описании системы характерно ис-
пользование переменных состояния и 
применение методов проектирования, 
оптимизирующих ее движение управле-
ний в пространстве возможных состояний. 

Наиболее часто при проектировании 
систем управления используются следую-
щие математические методы: 

 вариационное исчисление; 
 принцип максимума; 
 динамическое программирование. 
Во всех случаях конечной целью проек-

тирования является определение опти-
мального закона управления или управ-
ляющей последовательности, доставляю-
щей максимум или минимум заданному 
функционалу, характеризующему качест-
во системы [2]. 

Общим указанных трех методов являет-
ся использование вариационного исчис-
ления: первый метод имеет непосредст-
венное отношение к уравнениям Эйлера-
Лагранжа, второй – к принципу Гамильто-
на, третий – к уравнениям Гамильтона-
Якоби. 

Уравнение Эйлера-Лагранжа 
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L – лагранжиан; 
qi – обобщенные координаты. 
Уравнение Лагранжа выводится из ва-

риационного принципа Гамильтона: лю-
бая динамическая система будет двигать-
ся под действием консервативных сил из 
любого начального состояния таким обра-
зом, чтобы минимизировать среднюю по 
времени разность между кинетической 
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и импульсы р, называют функцией Гамиль-
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каноническое уравнение Гамильтона. 
Рассмотрим в обобщенном подходе 

решение этих задач на основе метода 
проектирования пространств на подпро-
странства и оценим трудности и преиму-
щества этого подхода [4]. 

Пусть в унитарном или эвклидовом 
пространстве R дан произвольный вектор 
x


 и некоторое подпространство S с бази-

сом mxxx


,,, 21  . Вектор x


 можно предста-
вить (и притом единственным способом) в 
виде суммы 

 

SxSxxxx NSNS 


,,  (5)
 

где Sx


 - ортогональная проекция век-
тора x


 на подпространство S. 

Под ортогональностью  к подпро-
странству S понимается ортогональность 
ко всем векторам из этого подпространст-
ва. Поясним это рисунком 1. 

 

 
Рис. 1 – Проектирование x


 на подпространство S [4] 

Для установления разложения (5) пред-
ставим Sx


 в виде 
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где С1, С2, …, Сm – некоторые комплекс-
ные или действительные (для эвклидова 
пространства) числа. Для рис.1 m = 2. 
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Формулы (10) и (11) выражают проек-

цию Sx


 вектора x


 на подпространство S, 
наблюдаемых на выходе (измеримых на 
выходе векторов параметров протекаю-
щего в системе процесса), по линейным 
комбинациям которых будем находить 
(восстанавливать) оценки векторов про-
странства состояний системы. [4]. 

Обозначим y


 - произвольный вектор 
множества векторов в S, а x


 - произволь-

ный вектор в R. Если векторы построить из 

начала координат, то yx


  и Sxx


  будут 
соответственно равны величинам наклон-
ной и высоты, проведенной из конца век-
тора x


 к поверхности S (рис.1). Поэтому, 

записывая, что высота короче наклонной, 

будем иметь yxxxh S
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Sxx


 . 
Применим этот подход к решению за-

дачи управления многомерной системой с 
координатами недоступными для наблю-
дения. В этих случаях только выходные 
сигналы могут быть измерены непосред-
ственно. 

Измеряемые координаты относят к вы-
ходным переменным и обозначают через 
y1, y2, …, yp, считая их компонентами век-

тора y


. 
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При решении задачи будем считать, что 
выходные переменные являются линей-
ными функциями координат состояния 

)(kx


 и связаны с последними линейным 
преобразованием 
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нием [1, 2, 3]. 

 

)()()()()( tntmttxtx


 DA  , (13)
 

где )(tx


 - n-мерный вектор, представ-
ляющий переменные состояния; 

)(tm


 - k-мерный вектор, представляю-
щий управляющие воздействия; 

)(tn


 - s-мерный вектор, представляю-
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где φ(t, t0) – матрица перехода, удовле-
творяющая однородному дифференци-
альному уравнению 
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где I – единичная матрица. 
В дискретных динамических системах с 

цифровым управлением m(τ) = m(kT) для 
kT ≤ τ ≤ (k + 1) T решение в дискретной 
форме дается уравнением переходных 
состояний 
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Принцип построения оптимальных 
управлений динамической системы опре-
деляется также показателем качества, в 
требованиях которого учитываются огра-
ничения, при соблюдении которых гаран-
тируется физическая реализуемость оп-
тимального управления динамической 
системой. При реализации цифровых сис-
тем управления исходят из показателя 
качества, определяемого квадратичной 
формой. [2, 3]. 
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Формулы (10) и (11) выражают проек-

цию Sx


 вектора x


 на подпространство S, 
наблюдаемых на выходе (измеримых на 
выходе векторов параметров протекаю-
щего в системе процесса), по линейным 
комбинациям которых будем находить 
(восстанавливать) оценки векторов про-
странства состояний системы. [4]. 

Обозначим y


 - произвольный вектор 
множества векторов в S, а x


 - произволь-

ный вектор в R. Если векторы построить из 

начала координат, то yx


  и Sxx


  будут 
соответственно равны величинам наклон-
ной и высоты, проведенной из конца век-
тора x


 к поверхности S (рис.1). Поэтому, 

записывая, что высота короче наклонной, 

будем иметь yxxxh S


  (знак равен-

ства будет лишь при Sxy


 ). Таким обра-

зом, среди всех векторов Sy


 вектор Sx


наименее уклоняется от заданного векто-
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

. Величина ))(( SS xxxxh
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  за-
данного вектора Rx 


 является квадра-

тичной погрешностью при приближении 
Sxx


 . 
Применим этот подход к решению за-

дачи управления многомерной системой с 
координатами недоступными для наблю-
дения. В этих случаях только выходные 
сигналы могут быть измерены непосред-
ственно. 

Измеряемые координаты относят к вы-
ходным переменным и обозначают через 
y1, y2, …, yp, считая их компонентами век-

тора y


. 
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При решении задачи будем считать, что 
выходные переменные являются линей-
ными функциями координат состояния 

)(kx


 и связаны с последними линейным 
преобразованием 
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где I – единичная матрица. 
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Принцип построения оптимальных 
управлений динамической системы опре-
деляется также показателем качества, в 
требованиях которого учитываются огра-
ничения, при соблюдении которых гаран-
тируется физическая реализуемость оп-
тимального управления динамической 
системой. При реализации цифровых сис-
тем управления исходят из показателя 
качества, определяемого квадратичной 
формой. [2, 3]. 
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где )(kxd
 - вектор желаемого состоя-

ния; 
Q, H – положительно определенные 

симметрические матрицы. 
Первое слагаемое в (21) дает отклоне-

ние процесса от заданного в любой мо-
мент времени kT, второе слагаемое учиты-
вает ограничение энергии управляющего 
воздействия. 

При соответствующем выборе элемен-
тов матрицы Q любую координату состоя-
ния процесса можно сделать более важ-
ной и эффективной для оценки качества 
системы по сравнению с другой перемен-
ной. Аналогично, путем выбора элементов 
матрицы H можно наложить желаемые 
ограничения на энергию управляющих 
воздействий. Оптимальное управление 
заключается в определении последова-
тельности векторов управления 

)1(,),1(),0(  Nmmm


, минимизирующих 
ожидаемое среднее значение показателя 
качества [2]. 

Для линейных систем, характеризуемых 
уравнением переходных состояний (17), 
вектор реализуемого управления, мини-
мизирующего ожидаемое среднее значе-
ние показателя качества дается формулой 
[2, 3]: 

 

)/(ˆ)()/(ˆ kkxkNkkm B
 , (22)

 

где B(N-k) – матрица обратной связи, 
элементами которой являются коэффици-
енты обратной связи; 

)/(ˆ jkx  – оценка вектора состояния )(kx


, 
использующая измеренные значения  
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вектора выхода, оптимальная в том 
смысле, что ожидаемое среднее значение 
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 (24)
 

минимально, где согласно формулы (5) 

и рис. 1 )/(ˆ kkx  это ортогональная проек-
ция вектора состояния на подпространст-
во Y(j). Поэтому 
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Y(j) является подпространством про-

странства )(kX


 - пространства векторов 
состояния динамической системы. 

Согласно (25) вектор оптимального 

управления )/(ˆ kkm  можно записать в ви-
де суммы его ортогональной проекции 

)/(ˆ kkm  на подпространство Y(j) и его 

нормальной компоненты )/(~ kkm
. С уче-

том формулы (5) и рис. 1 по аналогии мож-
но записать 
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Используя основные свойства ортого-
нальной проекции [4], находим 
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Ортогональная проекция )/(ˆ kkm
, ко-

торая является наилучшей оценкой для 
)(km

, связана линейно с наилучшей оцен-

кой для )(kx


. Нормальная компонента век-

тора )(~ km
 представляет собой ошибку 

оценки. Оценка )(km
 физически реали-

зуема, так как является функцией оценки 
)/(ˆ kkx , которая может быть определена по 

измерениям выходных сигналов. 
Покажем теперь, что используя прин-

цип оптимальности и когда вместо векто-

ра оптимального управления )(km
 ис-

пользуется его наилучшая оценка и каче-
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ство системы определяется по минимуму 
среднего значения JN выражение (22) опи-
сывает оптимальный закон управления [5]. 
При доказательстве этого используется 
симметричность матриц Q и H [4, 5]. Обо-
значим минимум ожидаемого среднего 
значения JN через 

NjEIxf N
jm

N ,,2,1,min)]0([
)(


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 . (27)
 

Очевидно, что когда )()( jmjm 
 , то EIN = 

fN   и   EIN - fN = 0. Однако, когда )()( kmkm 
  , 

то EIN - fN > 0, т.е. вводится ошибка, так как 
по определению fN  является минимумом 
для EIN. Следовательно, задача состоит в 

определении для )(km
 оценки, миними-

зирующей ошибку EIN - fN , обусловленную 

нереализуемостью )(km
. Эта оценка на-

зывается наилучшей оценкой и она дается 

ортогональной проекцией )/(ˆ kkm  и по-

этому уравнение (22) определяет опти-
мальный закон управления для процессов 
с координатами, недоступными для изме-
рения. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
Задача сводится к нахождению оценок 

для многошагового процесса, в результате 
которого последовательно находятся 
оценки для всех шагов и в каждом после-
дующем шаге используются найденные 
оптимальные решения на предыдущем 
шаге, т.е. реализуется принцип динамиче-
ского программирования [5]. 

Проекционные методы исследования 
позволяют одновременно и независимо 
решать задачу оценивания векторов со-
стояния динамической системы и нахож-
дения оптимальных управляющих после-
довательностей. 
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где )(kxd
 - вектор желаемого состоя-

ния; 
Q, H – положительно определенные 

симметрические матрицы. 
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вектор реализуемого управления, мини-
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использующая измеренные значения  

 

)0(,),1(),( yjyjy


  (23)
 

вектора выхода, оптимальная в том 
смысле, что ожидаемое среднее значение 

 )]/(ˆ)([])/(ˆ)([ jkxkxjkxkxE 


 (24)
 

минимально, где согласно формулы (5) 

и рис. 1 )/(ˆ kkx  это ортогональная проек-
ция вектора состояния на подпространст-
во Y(j). Поэтому 

 

)/(~)/(ˆ)( kkxkkxkx 


, (25)
 

Y(j) является подпространством про-

странства )(kX


 - пространства векторов 
состояния динамической системы. 

Согласно (25) вектор оптимального 

управления )/(ˆ kkm  можно записать в ви-
де суммы его ортогональной проекции 

)/(ˆ kkm  на подпространство Y(j) и его 

нормальной компоненты )/(~ kkm
. С уче-

том формулы (5) и рис. 1 по аналогии мож-
но записать 

 

)/(~)()/(ˆ)(~)/(ˆ kkxkNkkxkNmkkm  BB
. (26)

 

Используя основные свойства ортого-
нальной проекции [4], находим 

 

)/(~)()/(~

)/(ˆ)()/(ˆ

kkxkNkkm

kkxkNkkm





B

B





 
(22)/

 

Ортогональная проекция )/(ˆ kkm
, ко-

торая является наилучшей оценкой для 
)(km

, связана линейно с наилучшей оцен-

кой для )(kx


. Нормальная компонента век-

тора )(~ km
 представляет собой ошибку 

оценки. Оценка )(km
 физически реали-

зуема, так как является функцией оценки 
)/(ˆ kkx , которая может быть определена по 

измерениям выходных сигналов. 
Покажем теперь, что используя прин-

цип оптимальности и когда вместо векто-

ра оптимального управления )(km
 ис-

пользуется его наилучшая оценка и каче-
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ство системы определяется по минимуму 
среднего значения JN выражение (22) опи-
сывает оптимальный закон управления [5]. 
При доказательстве этого используется 
симметричность матриц Q и H [4, 5]. Обо-
значим минимум ожидаемого среднего 
значения JN через 

NjEIxf N
jm

N ,,2,1,min)]0([
)(


 

 . (27)
 

Очевидно, что когда )()( jmjm 
 , то EIN = 

fN   и   EIN - fN = 0. Однако, когда )()( kmkm 
  , 

то EIN - fN > 0, т.е. вводится ошибка, так как 
по определению fN  является минимумом 
для EIN. Следовательно, задача состоит в 

определении для )(km
 оценки, миними-

зирующей ошибку EIN - fN , обусловленную 

нереализуемостью )(km
. Эта оценка на-

зывается наилучшей оценкой и она дается 

ортогональной проекцией )/(ˆ kkm  и по-

этому уравнение (22) определяет опти-
мальный закон управления для процессов 
с координатами, недоступными для изме-
рения. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
Задача сводится к нахождению оценок 

для многошагового процесса, в результате 
которого последовательно находятся 
оценки для всех шагов и в каждом после-
дующем шаге используются найденные 
оптимальные решения на предыдущем 
шаге, т.е. реализуется принцип динамиче-
ского программирования [5]. 

Проекционные методы исследования 
позволяют одновременно и независимо 
решать задачу оценивания векторов со-
стояния динамической системы и нахож-
дения оптимальных управляющих после-
довательностей. 
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