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ВВЕДЕНИЕ 
 Альтернативой аналитическим и экс-

периментальным методам расчётов на 
прочность являются методы компьютер-
ного моделирования. Из многообразных 
методов компьютерного моделирования 
[1] на сегодня наибольшее применение 
получили модели на основе метода ко-
нечных элементов (МКЭ).  

В современной литературе о приме-
нении МКЭ прослеживаются два направ-
ления. Первое – это работы теоретиче-
ского характера [2-6], затрагивающие 
математические аспекты метода. Ко вто-
рому направлению относятся работы 
прикладного характера [7, 8], в которых 
рассматривается применение МКЭ для 
решения конкретных инженерных задач. 

В основу МКЭ положено разбиение 
сплошной среды (в частности объёма 
тела) на множество простых геометриче-
ских элементов (подобластей), называе-
мых конечными элементами (плоские 
элементы: прямолинейные и криволи-
нейные, правильные и произвольные 
треугольники и четырёхугольники; объ-
ёмные элементы: прямолинейные и кри-
волинейные четырёхгранники и шести-
гранники). 

Совокупность конечных элементов, 
соединённых между собой и прикреп-

лённых к основанию, образует расчётную 
схему, называемую конечно-элементной 
схемой или конечно-элементной моде-
лью [9]. 

Приступая к конечно-элементному 
анализу, необходимо понимать: 
1) к какой области анализа относится 

данная задача; 
2) какая часть всей конструкции (детали) 

должна исследоваться подробнее; 
3) какие упрощения можно допустить 

при создании расчётной модели. 
Корректная модель в МКЭ максималь-

но приближена к реальному физическо-
му процессу и позволяет учитывать 
весьма тонкие физические эффекты. 
Особенности их учёта в конечно-
элементных моделях описаны в специа-
лизированных программных комплексах.  

Многие пакеты конечно-элементного 
анализа довольно долго с успехом при-
меняют в самых различных областях: ав-
томобилестроении, производстве косми-
ческих аппаратов, атомной энергетике. 
Имеются примеры успешного их приме-
нения на отечественных предприятиях и 
в научных учреждениях. 

Весьма большими возможностями 
расчёта на прочность обладает про-
граммный комплекс ANSYS [10], позво-
ляющий решать краевые задачи практи-
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чески во всех инженерных приложениях, 
таких как: механика твёрдого деформи-
рованного тела, аэро- и гидромеханика, 
теплопроводность, специфические труб-
чатые и оболочечные конструкции и.т.п.  

Однако вполне обоснованно встаёт 
вопрос о достоверности полученных с 
использованием МКЭ результатов.  

Следует признать, что основной слож-
ностью при применении пакетов, ис-
пользующих МКЭ-анализ, является по-
становка задачи адекватно физической 
природе исследуемого процесса. Это 
положение в полной мере относится к 
прочностным расчётам. Решение реаль-
ных 3D задач при расчёте нагруженных 
механических систем на прочность тре-
бует разбиения исследуемой конструк-
ции (детали) на несколько десятков, а то 
и сотен тысяч конечных элементов, а 
иногда с автоматической перестройкой 
сетки элементов на каждом шаге по вре-
мени. В этой связи очень важно правиль-
но определить размер, форму и количе-
ство конечных элементов. 

Цель работы – разработать методику 
использования и алгоритм проведения 
численного анализа, основанного на 
компьютерном моделировании с исполь-
зованием МКЭ, в расчётах на прочность 
конструкций (деталей) с учётом концен-
траторов напряжений. 

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ 
Наиболее опасными, с точки зрения 

возможного разрушения, являются кон-
центраторы напряжений – места с рез-
ким изменением формы поверхности 
тела (выточки, канавки, отверстия, уступы 
и т.п., рис. 1), размеров его сечения или с 
локализованной неоднородностью мате-
риала внутри тела (например, наличие 
сварного шва), т.е. зоны, в которых про-

является, так называемая, локальная 
концентрация напряжений. Анализ раз-
рушений таких изделий показывает, что 
подавляющее большинство поломок, 
образование хрупких, усталостных тре-
щин и других причин потери несущей 
способности возникают, как правило, 
вблизи этих концентраторов.  

Расчёт на прочность с учётом концен-
траторов напряжений может произво-
диться аналитическими, численными ме-
тодами (например, МКЭ) и эксперимен-
тально. Использование КЭ-анализа осо-
бенно эффективно в случаях, когда тра-
диционные методы расчётов затрудни-
тельны или, более того, невозможны. В 
современных конечно-элементных ком-
плексах (в том числе ANSYS) исследова-
ние концентраторов напряжений может 
быть произведено путём построения мо-
дели с помощью конечно-элементной 
сетки и нередко с применением её ло-
кального сгущения (рис. 2).  

 Для создания корректной КЭ-модели с 
гарантированным адекватным результа-
том, необходимо определиться с крите-
риями выбора формы и значения харак-
терного размера конечного элемента для 
будущих расчётов. Предлагается исполь-
зовать следующие критерии: 

1) максимальный размер конечного 
элемента не может превышать характер-
ный минимальный геометрический раз-
мер исследуемого тела (например, ради-
ус скругления поверхности в вершине 
концентратора напряжений; на рис. 1 – 
радиус r); 

2) правильность воспроизведения ма-
тематической моделью задачи величины 
расчётного напряжения, возникающего в 
сечении нагруженного тела без наличия 
концентраторов напряжений.  
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Рис. 1. Локальная концентрация напряжений в стержнях при:а – растяжении; б – кручении; в – изгибе 

 

 
Рис. 2. Конечно-элементные модели с локальным сгущением КЭ-сетки 
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Рис. 1. Локальная концентрация напряжений в стержнях при:а – растяжении; б – кручении; в – изгибе 

 

 
Рис. 2. Конечно-элементные модели с локальным сгущением КЭ-сетки 
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Рис. 4. Поперечное сечение сплошного стального цилиндра под действием внутреннего давления 

Согласно решению задачи Ламе рас-
пределение величины внутреннего ра-
диального r и окружного  напряжений 

по толщине толстостенного цилиндра, 
нагруженного только внутренним давле-
нием, описывается зависимостями [12]: 
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где р – величина внутреннего давле-
ния; 

r1 и r2 – внутренний и наружный радиу-
сы толстостенного цилиндра. 

Воспользовавшись зависимостями (1) 
и (2), можно получить величины ради-
альных и окружных напряжений на внут-
ренней и наружной поверхности цилин-
дра, например, при максимальном зна-
чении давления пороховых газов в кана-
ле ствола пистолета-пулемёта, равного 
рmах = 400 МПа при выстреле из него. Зна-
чения данных величин составляют: 
 на внутренней поверхности: r = -р = -

400 МПа,  = 869,4 МПа, 
 на наружной поверхности: r = 0 МПа, 
 = 469,4 МПа. 
В дальнейшем проводился численный 

расчёт процесса нагружения цилиндра 

внутренним давлением с использовани-
ем конечных элементов разного размера. 
Расчётные значения радиальных и 
окружных напряжений представлены в 
табл. 1. Также в табл. 1 занесены данные о 
величине расхождения значений напря-
жений, полученных аналитическим и 
численным методами. 

Проанализировав данные табл. 1, вид-
но, что результаты моделирования име-
ют хорошее согласование с аналитически 
полученными значениями окружных 
напряжений практически для всех рас-
смотренных вариантов конечно-
элементной сетки. Наибольшая величина 
ошибки расчёта для данного параметра 
составила 4%. Однако, если посмотреть 
на значения радиального напряжения на 
наиболее грубой конечно-элементной 
сетке, то её отклонение от теоретическо-
го значения составило 40%. 
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Таблица 1.  
Расчётные значения радиальных и окружных напряжений на внутренней и наружной 

поверхностях толстостенного цилиндра 

Параметр 
Размер конечного элемента, мм 

1 0,5 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01

Кол-во эл-тов 
вдоль радиуса 3 6 12 29 58 116 290
по окружности 12 24 48 116 232 465 1162

общее 36 144 576 3364 13456 53940 336980

r, МПа 
ρ=r1 -238 -311 -353 -380 -390 -394 -398
ρ=r2 -493 -232 -112 -45 -23 -11,3 -4,5

(r), % ρ=r1 40 22 12 5 2,5 1,5 0,5 

, МПа 
ρ=r1 902 891 882 875 872 871 870
ρ=r2 450 461 466 468 469 469 469

(), % 
ρ=r1 4 2,5 1,5 0,7 0,35 0,23 0,12
ρ=r2 4 1,7 0,64 0,21 0 0 0

 
Таким образом, именно правильность 

воспроизведения математической моде-
лью задачи величины радиального 
напряжения и было критерием выбора 
значения характерного размера конеч-
ного элемента для последующего чис-
ленного анализа. 

Если принять приемлемой величиной 
ошибки численного расчёта значение на 
уровне не более 2%, характерный размер 
плоского конечного элемента должен 
быть не более 0,025 мм (при этом выпол-
няется критерий 1, т.к. характерный ми-
нимальный геометрический размер 
ствола, а именно – радиус скругления 
поверхности в вершине концентратора 
напряжений прямоугольного нареза, 
составляет 0,2 мм; рис. 3, а). Тогда, учиты-
вая данное ограничение, количество ко-
нечных элементов, необходимых для со-
здания двух конечно-элементных моде-
лей стволов пистолета-пулемёта, как с 
нарезным каналом, так и с полигональ-
ным профилем внутренней поверхности, 

составило более 700 тыс. шт. для каждо-
го. 

Далее были приняты допущение об 
однородности процесса нагружения 
внутренней поверхности ствола вдоль 
его образующей (это позволило решать 
задачу в более простой плоской (двух-
мерной) постановке), и допущение, свя-
занное с упрощением геометрической 
формы поперечного сечения (рассмат-
ривались только ¼ части стволов, ввиду 
их симметрии). Кроме того, конечно-
элементная модель задачи была допол-
нена соответствующими математически-
ми моделями используемых в ней мате-
риалов (так называемых, ствольных ста-
лей). 

Таким образом был проведен числен-
ный анализ, целью которого был поиск 
предельного значения внутреннего дав-
ления пороховых газов [р], при котором 
значения эквивалентных внутренних 
напряжений в стволах разного профиля 
не превышали бы величины границы те-
кучести 0,2 (рис.5).  
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где р – величина внутреннего давле-
ния; 

r1 и r2 – внутренний и наружный радиу-
сы толстостенного цилиндра. 
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 = 469,4 МПа. 
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ем конечных элементов разного размера. 
Расчётные значения радиальных и 
окружных напряжений представлены в 
табл. 1. Также в табл. 1 занесены данные о 
величине расхождения значений напря-
жений, полученных аналитическим и 
численным методами. 

Проанализировав данные табл. 1, вид-
но, что результаты моделирования име-
ют хорошее согласование с аналитически 
полученными значениями окружных 
напряжений практически для всех рас-
смотренных вариантов конечно-
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а б 
Рис. 5. Распределение эквивалентных напряжений в поперечном сечении ствола с прямоугольными нарезами 

(а) и с полигональным профилем внутренней поверхности (б) 

Данный подход может быть использо-
ван в прочностных расчётах различных 
деталей (стержней (брусьев), пластин 
(дисков), оболочек) при разных видах 
нагружений. При этом необходимо при-
держиваться следующего алгоритма: 
1. Проводится аналитический прочност-

ной расчёт исследуемого тела при 
действии на него заданных нагрузок 
без учёта концентраторов напряже-
ний (например, для стержней на рис. 1, 
в качестве объекта исследований, рас-
сматривается брус постоянного сече-
ния с, так называемой, площадью-
брутто). 

2. Проводится численный расчёт про-
цесса нагружения исследуемого тела 
(без концентраторов напряжений) с 
использованием конечных элементов 
разных формы, размера. 

3. С учётом приемлемой величины 
ошибки численного расчёта (напри-
мер, на уровне не более 2%), опреде-
ляется характерный размер конечного 
элемента. 

4. Проводится проверка выполнения кри-
терия 1 (не превышение максимального 
размера конечного элемента характер-
ного минимального геометрического 
размера исследуемого тела). 

5. Проводится численный анализ иссле-
дуемой детали с учётом концентрато-
ров напряжений. 
Выводы 
Разработаны методика и алгоритм 

проведения численного анализа, осно-
ванного на компьютерном моделирова-
нии с использованием МКЭ, в расчётах на 
прочность конструкций (деталей) с учё-
том концентраторов напряжений. 

Разработанная методика основана на 
выполнении двух критериев: 
1) о не превышении максимального раз-

мера конечного элемента характерно-
го минимального геометрического 
размера исследуемого тела; 

2) о правильности воспроизведения ма-
тематической моделью задачи вели-
чины расчётного напряжения, возни-
кающего в сечении нагруженного тела 
без наличия концентраторов напря-
жений.  
Используя разработанную методику, 

проведен расчёт на прочность стволов 
стрелкового оружия с нарезной внутрен-
ней поверхностью различной формы, нахо-
дящихся под действием внутреннего дав-
ления пороховых газов, который подтвер-
дил адекватность принятого подхода. 
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а б 
Рис. 5. Распределение эквивалентных напряжений в поперечном сечении ствола с прямоугольными нарезами 

(а) и с полигональным профилем внутренней поверхности (б) 

Данный подход может быть использо-
ван в прочностных расчётах различных 
деталей (стержней (брусьев), пластин 
(дисков), оболочек) при разных видах 
нагружений. При этом необходимо при-
держиваться следующего алгоритма: 
1. Проводится аналитический прочност-

ной расчёт исследуемого тела при 
действии на него заданных нагрузок 
без учёта концентраторов напряже-
ний (например, для стержней на рис. 1, 
в качестве объекта исследований, рас-
сматривается брус постоянного сече-
ния с, так называемой, площадью-
брутто). 

2. Проводится численный расчёт про-
цесса нагружения исследуемого тела 
(без концентраторов напряжений) с 
использованием конечных элементов 
разных формы, размера. 

3. С учётом приемлемой величины 
ошибки численного расчёта (напри-
мер, на уровне не более 2%), опреде-
ляется характерный размер конечного 
элемента. 

4. Проводится проверка выполнения кри-
терия 1 (не превышение максимального 
размера конечного элемента характер-
ного минимального геометрического 
размера исследуемого тела). 

5. Проводится численный анализ иссле-
дуемой детали с учётом концентрато-
ров напряжений. 
Выводы 
Разработаны методика и алгоритм 

проведения численного анализа, осно-
ванного на компьютерном моделирова-
нии с использованием МКЭ, в расчётах на 
прочность конструкций (деталей) с учё-
том концентраторов напряжений. 

Разработанная методика основана на 
выполнении двух критериев: 
1) о не превышении максимального раз-

мера конечного элемента характерно-
го минимального геометрического 
размера исследуемого тела; 

2) о правильности воспроизведения ма-
тематической моделью задачи вели-
чины расчётного напряжения, возни-
кающего в сечении нагруженного тела 
без наличия концентраторов напря-
жений.  
Используя разработанную методику, 

проведен расчёт на прочность стволов 
стрелкового оружия с нарезной внутрен-
ней поверхностью различной формы, нахо-
дящихся под действием внутреннего дав-
ления пороховых газов, который подтвер-
дил адекватность принятого подхода. 
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