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Старший преподаватель кафедры Технической кибернетики 

Научные интересы: оптимизация и идентификация динамических систем. 
 

ВВЕДЕНИЕ 
Рассматривается возможность оценки чувствитель-

ности параметров моделей линейных динамических 
систем, получаемых проекционными методами [2, 7, 
9]. Оценка чувствительности системы определяет до-
полнительное движение системы (возмущения) и гра-
ницы ее чувствительности. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Решение задач оптимизации управления сложными 

динамическими системами и их идентификации при 
частично наблюдаемых выходных сигналах значитель-
но усложняются и могут быть решены при определен-
ных допущениях относительно структуры матриц мо-
дели системы. 

Первая группа задач нами решена на основе работ 
[1, 2, 3, 7, 8] проекционными методами (проекцией 
множества параметров пространства состояний дина-
мической системы на множество выходных частично 
наблюдаемых сигналов и нахождения оптимальных 
управляющих воздействий в виде линейных комбина-
ций проекций векторов состояний системы [2, 6, 7, 8, 
9]). Получена модель динамической системы и опреде-
лена граница устойчивости. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 
При исследовании возможности оптимального 

управления исходим из того, что система описывается 
векторно-матричным дифференциальным уравнением 
[2, 6] 
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где I – единичная матрица. 
В дискретных динамических системах с цифровым 

управлением решение дается уравнением переходных 
состояний [1, 2] 
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Принцип построения оптимального управления ди-
намической системой определяется показателями 
качества, в требованиях которого учитываются ограни-
чения, при выполнении которых гарантируется физиче-
ская реализуемость оптимального управления дина-
мической системой. 

При реализации цифровых систем управления по-
казатель качества определяется квадратичной формой 
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  – вектор желаемого состояния; 
Q, H – положительно определенные симметриче-

ские матрицы; 
 – постоянный множитель. 
Аналогично, путем выбора элементов матрицы H 

можно наложить желаемые ограничения на энергию 
управляющих воздействий. Оптимальное управление 
заключается в определении последовательности векто-
ров управления )1(,),1(),0( Nmmm




 , минимизи-
рующих ожидаемое среднее значение показателя каче-
ства [1, 2, 3]. 

Для линейных систем, характеризуемых уравнени-
ем переходных состояний (5), вектор реализуемого 
управления, минимизирующего ожидаемое среднее 
значение показателя качества дается формулой [1, 2]: 
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– пространства векторов состояния динамической 
системы [2, 6, 7]. 

Вектор оптимального управления )/(0 kkm
  мож-

но записать в виде суммы его ортогональной проекции 
)/(ˆ 0 kkm


 на пространство Y(j) и его нормальной 

компоненты )/(~ 0 kkm


 [7, 9]. 
Первое слагаемое в (9) дает отклонение от заданно-

го процесса в любой момент времени kT, второе слага-
емое учитывает ограничение энергии управляющего 
воздействия [1, 2, 6]. При соответствующем выборе 
матрицы Q любую координату состояния процесса 
можно сделать более важной и эффективной для оцен-
ки качества системы по сравнению с другой перемен-
ной. 

По аналогии можно записать 
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наилучшей оценкой для )(kx
 . Нормальная компонента 

вектора )(~ 0 km


 представляет собой ошибку оценки [2, 
7]. Оценка )(0 km

  физически не реализуема, так как 
является функцией оценки )/(ˆ kkx


, которая может 

быть определена по измерениям выходных сигналов. 
Покажем теперь, что используя принцип оптималь-

ности и когда вместо вектора оптимального управле-
ния )(0 km

  используется его наилучшая оценка (10) и 
качество системы определяется по минимуму среднего 
значения JN. Решение находится на основе динамиче-
ского программирования. Выражение (9) описывает 
оптимальный закон управления [3]. При доказатель-
стве этого используется симметричность матриц Q и H 
[4, 5]. Обозначим минимум ожидаемого среднего зна-
чения JN через 
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порядка по соответствующим комбинациям парамет-
ров. Очевидно, что функции чувствительности пере-
менных состояния ),( tx

  зависят от t и параметров , 
а функции чувствительности показателей качества 
только от параметров, 2, …, m. Функции чувстви-
тельности различных порядков являются решениями 
уравнений модели системы. Эти уравнения являются 
уравнениями чувствительности. Совокупность исход-
ной математической модели (1) и критериев качества 
(9), определяющих функции чувствительности являют-
ся моделью чувствительности изучаемой системы. 
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ствует совокупности переменных состояния [3, 5]. 

),( tii xx


  будем называть основным базовым 
движением системы. Базовому движению соответству-
ет базовое значение показателей качества 

)(ii JJ  . При изменении параметров 
  ii получим новое движение 

),(),,,( 11 


 tt immii xxx , кото-
рому соответствуют новые значения показателей каче-
ства ))(),,( 11 


  immii JJJ . Век-

тор ),(),( 


tt iii xxx   называется дополни-
тельным движением, вызван изменением собственных 
значений матрицы А. при этом могут быть два исхода: 

1) действительная часть одного или несколь-
ких собственных значений характеристического поли-
нома матрицы А окажется положительной и система 
будет неустойчивой; 

2) суммарное изменение i дает изменение 
показателя качества не соответствующему проектному 
заданию. 

Анализ задач 1) и 2) будет произведено методами 
теории возмущений на основании теорем Гершгорина 
[4, 8]. 

Пусть, полученная в [10] матрица ijaА , 

nji ,1,  , постоянная квадратная матрица с веще-
ственными элементами. Матрица AI  , где  - 
скалярная независимая переменная, будет характери-
стической матрицей идентифицируемой системы, а ее 
определитель 

 
n

nn aa   1
1)det(  AI  (21)

 
- характеристическим полиномом матрицы А. 

Рассмотрим случай, когда все собственные значе-
ния (корни полинома (21)) различны, и зависят непре-
рывно от всех элементов матрицы А [4, 8]. Зададим 
возмущение матрицы А в виде 

 
BAA   )( , (22)

 
где В – произвольная вещественная квадратная 

матрица такого же порядка как и матрица А. 
Величина  задается исходя из уровня шумов на 

выходе идентифицируемой системы. Из теории возму-
щений линейных операторов и матриц [3, 4, 8] следует, 
что )(  i  - собственные значения матрицы 

BA   и собственные векторы )( ix  являются 
непрерывными и дифференцируемыми функциями 
параметра   [3, 4, 8]: 
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наилучшей оценкой для )(kx
 . Нормальная компонента 

вектора )(~ 0 km


 представляет собой ошибку оценки [2, 
7]. Оценка )(0 km

  физически не реализуема, так как 
является функцией оценки )/(ˆ kkx


, которая может 

быть определена по измерениям выходных сигналов. 
Покажем теперь, что используя принцип оптималь-

ности и когда вместо вектора оптимального управле-
ния )(0 km

  используется его наилучшая оценка (10) и 
качество системы определяется по минимуму среднего 
значения JN. Решение находится на основе динамиче-
ского программирования. Выражение (9) описывает 
оптимальный закон управления [3]. При доказатель-
стве этого используется симметричность матриц Q и H 
[4, 5]. Обозначим минимум ожидаемого среднего зна-
чения JN через 

 
NjEJf N

j
N ,,2,1,min)]0([

)(
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x . (14)

 
Очевидно, что когда )()( 0 jj mm


 , то NN fEJ   

и 0 NN fEJ . Однако, когда )()( 0 kk mm


 , то 

0 NN fEJ , т.е. вводится ошибка, так как по 
определению fN является минимумом для EJN. Следова-
тельно, задача состоит в определении для )(0 km

  оцен-
ки, минимизирующей ошибку NN fEJ  , обусловлен-
ную нереализуемостью )(0 km

 . Эта оценка называется 
наилучшей оценкой и она дается ортогональной проек-
цией )/(ˆ kkm


 и поэтому уравнение 

)/(ˆ)()/(ˆ 0 kkkNkk xBm


  описывает оптимальный 
закон управления для процессов с координатами, недо-
ступными для измерения. И задача сводится к нахож-
дению оценок для многошагового процесса, в резуль-
тате которого последовательно находятся оценки для 
всех шагов и в каждом последующем шаге используют-
ся найденные оптимальные решения на предыдущем 
шаге, т.е. реализуется принцип динамического про-
граммирования. 

Применяя принцип оптимальности, минимальное 
значение )]0([x


Nf  для N – шагового процесса 

управления с N > 1 можно записать в виде 

 
 )]1([)0()0()0()1()1()1(min)]0([ 1
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xmHmxQxx
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  NN fEf  , (15)

 
где связь между )1(x

  и )0(m
  дается уравнением  
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Для N = 1 минимум равен [2] 
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Здесь, как было сказано ранее, принята симметрич-

ность матриц Q и H. 
В уравнении (1) А – основная матрица системы, так 

как ее структура определяет характер переходной мат-
рицы состояния (3) и поэтому чувствительность корней 
характеристического уравнения матрицы А определяет 
чувствительность системы к возмущениям. Ранее в 
[10] нами найдена методом факторизации корреляци-
онных функций множества выходных параметров 
идентифицируемой динамической системы оценка 
матрицы А (формула (1)). Простейшим методом анали-

за чувствительности является численное исследование 
параметрической модели системы во всем диапазоне 
изменения определяющей совокупности параметров. 
Основным методом исследования в теории чувстви-
тельности является использование функций чувстви-
тельности. 

Пусть 1, 2, …, m – множество собственных зна-
чений характеристического полинома матрицы А. При 
этом переменные состояния nii ,1, x

  и показатели 
качества J1, J 2, …, Js являются однозначными функци-
ями параметров 1, 2, …, m, т.е. 
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ные производные k-го порядка от величин ix
 , Ji по 

аргументам 1, 2, …, m 
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называются функциями чувствительности k-го 

порядка по соответствующим комбинациям парамет-
ров. Очевидно, что функции чувствительности пере-
менных состояния ),( tx

  зависят от t и параметров , 
а функции чувствительности показателей качества 
только от параметров, 2, …, m. Функции чувстви-
тельности различных порядков являются решениями 
уравнений модели системы. Эти уравнения являются 
уравнениями чувствительности. Совокупность исход-
ной математической модели (1) и критериев качества 
(9), определяющих функции чувствительности являют-
ся моделью чувствительности изучаемой системы. 

Рассмотрим два случая. Первый – ),,( 1 m   
– фиксированное (расчетное) значение параметров; 




 ),,( 1 m  – базисная совокупность;  соответ-
ствует совокупности переменных состояния [3, 5]. 

),( tii xx


  будем называть основным базовым 
движением системы. Базовому движению соответству-
ет базовое значение показателей качества 

)(ii JJ  . При изменении параметров 
  ii получим новое движение 

),(),,,( 11 


 tt immii xxx , кото-
рому соответствуют новые значения показателей каче-
ства ))(),,( 11 


  immii JJJ . Век-

тор ),(),( 


tt iii xxx   называется дополни-
тельным движением, вызван изменением собственных 
значений матрицы А. при этом могут быть два исхода: 

1) действительная часть одного или несколь-
ких собственных значений характеристического поли-
нома матрицы А окажется положительной и система 
будет неустойчивой; 

2) суммарное изменение i дает изменение 
показателя качества не соответствующему проектному 
заданию. 

Анализ задач 1) и 2) будет произведено методами 
теории возмущений на основании теорем Гершгорина 
[4, 8]. 

Пусть, полученная в [10] матрица ijaА , 

nji ,1,  , постоянная квадратная матрица с веще-
ственными элементами. Матрица AI  , где  - 
скалярная независимая переменная, будет характери-
стической матрицей идентифицируемой системы, а ее 
определитель 
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- характеристическим полиномом матрицы А. 

Рассмотрим случай, когда все собственные значе-
ния (корни полинома (21)) различны, и зависят непре-
рывно от всех элементов матрицы А [4, 8]. Зададим 
возмущение матрицы А в виде 

 
BAA   )( , (22)

 
где В – произвольная вещественная квадратная 

матрица такого же порядка как и матрица А. 
Величина  задается исходя из уровня шумов на 

выходе идентифицируемой системы. Из теории возму-
щений линейных операторов и матриц [3, 4, 8] следует, 
что )(  i  - собственные значения матрицы 

BA   и собственные векторы )( ix  являются 
непрерывными и дифференцируемыми функциями 
параметра   [3, 4, 8]: 
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γ  - вектор чувствительности j-го 

порядка. 
Согласно теоремы Гершгорина [4, 8] любое соб-

ственное значение матрицы А лежит по крайней мере в 
одном из кругов с центром в aii с радиусом 





ij

ija . Если сумма 

 
0 iia , (25)

 
то модель системы для одного i-го значения (или 

нескольких собственных значений) неустойчива. Это 
возможно даже при отрицательных aii. При условии 

ija , что выполняется согласно формул (23) и (25) 

при 0)(  i , что необходимо проверять для всех 
ni ,1  (n  n – порядок полученной оценки матрицы 

модели динамической системы) [10], и в этом случае 
надо найти допустимые дополнительные движения 
системы и снова проверить устойчивость матрицы А 
динамической модели. Решение этой задачи сводится к 

фильтрации измеряемых выходных n* параметров  
(n* < n) 

В общем случае собственные значения матрицы А 
являются комплексными числами и, при положитель-
ном значении действительной части комплексного 
числа собственного значения хотя бы для одного i , 
полученная оценка матрицы А  модели динамической 
системы будет неустойчивой. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 
1. Проекционные методы исследования динами-

ческих систем позволяют при определенном подборе 
матриц Q и H решать задачу нахождения квазиопти-
мального управления с определяемой точностью при 
неполном наблюдении выходных сигналов системы. 

2. Исследование получаемых моделей динамиче-
ских систем на чувствительность позволяют опреде-
лить критические изменения собственных значений 
оператора системы и прогнозировать неустойчивые 
режимы работы системы. 
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ВСТУП 
До недавнього часу найбільш розповсюдженою 

моделлю планування та розробки програмного 
забезпечення була так звана каскадна модель, при якій 
виконання робіт здійснюється послідовно. Згідно 
підходу каскадної моделі всі фази проекту реалізуються 
послідовно, і перехід до наступної фази можливий 
тільки після повного та успішного завершення 
попередньої. Одним із основних властивостей даного 
підходу – високий рівень формалізації при визначенні 
вимог та проектування. Ця перевага методик, 
заснованих на цьому підході, – узгодження на старті 
проекту запланованих результатів, знімає ризики та 
підвищує прозорість. Разом з тим, формалізація знижує 
можливості по тонкому налаштуванню робіт, 
врахуванню змін зовнішнього середовища та вимог; а 
процедури узгоджень, висока деталізація планування 
підвищують вартість проекту. Таким чином пріоритет 
формального виконання робіт перед термінами, 
вартістю та якістю, бюрократизація та жорстке 
слідування черговості фаз проекту стали такими 
аспектами каскадного підходу розробки програмного 
забезпечення, що найбільш  критикується.  

Отже, основні проблеми, що виникають при 
розробці програмного забезпечення: якість, вартість, 
надійність. У зв'язку з цим правильне планування та 
організація процесу розробки програмного 
забезпечення є основою досягнення бажаного 
результату в очікувані терміни, з очікуваним рівнем 
якості та адекватним бюджетом. Серед 
загальнопоширених проблем процесу розробки 
програмного забезпечення зустрічаються такі:  

1.Зміна вимог безпосередньо в процесі розробки.  
2.Нечіткий розподіл відповідальності за виконувану 

роботу та її результат.  
3.Безперервний потік дрібних, швидко змінюваних 

вимог, що відволікають розробників та менеджерів від 
основного напрямку робіт.  

4. Як наслідок, зрив термінів, роздування бюджетів, 
втрата якості [1]. 

Для вирішення завдання успішної організації 
процесу розробки ПО була створена гнучка методологія 
розробки програмного забезпечення. 

Метою статті є визначення теоретичних аспектів 
застосування сучасних методологій розробки програм-
ного забезпечення, а також обґрунтування доцільності 
та виокремлення протиріч використання гнучких мето-
дологій при створенні програмного продукту у різних 
сферах життєдіяльності людини. 

АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ ТА ПУБЛІКАЦІЙ 
Методологічною основою нашого дослідження ста-

ли праці таких дослідників як Кніберг Х., Schwaber Ken, 
Карпов Д.В., Пушкарьов А. Н., Ярошок А.С., та багато 
інших. Деякими загальними аспектами використання 
гнучких методологій займались Карпов Д.В., Пушка-
рьов А.Н. Використання SCRUM у своїх роботах описують 
Бичков І.В., Putu Adi Guna Permana, Попендик М.Т.  
Загалом же в теперішній час виконується велика кіль-
кість різноманітних досліджень, присвячених застосу-
ванню гнучких методологій під час розробки програм-
ного продукту. Однак, потрібно відмітити, що проблема 
протиріччя у використанні Agile займає незначне місце 
у вітчизняних та зарубіжних роботах.  




