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ВСТУП  
У ряді важливих практичних застосувань потрібна 

інформація про розподіл магнітного поля в околиці 
феромагнітних тонкостінних конструкцій складної про-
сторової конфігурації, які знаходяться в зовнішньому 
постійному магнітному полі (наприклад, в геомаг-
нітному полі — ГМП). До таких додатків відносяться, 
зокрема, визначення магнітного поля морських суден, 
виявлення підводних човнів і мін, виявлення підвод-
них копалин, процес неруйнівного контролю виробів 
магнітним методом та інше. Для отримання більш 
достовірної інформації про магнітні параметри подіб-
них тіл є ефективним використання чисельних методів 
розрахунку. 

Пашковський А.В. в своїй роботі [1] привів кла-
сифікацію методів розв’язку польових задач. Ця кла-
сифікація, котра була розширена і доповнена, зображе-
на на рис. 1. 

Найбільш популярним обчислювальним методом є 
метод скінченних елементів (МСЕ). Понад 90% сучасних 
інженерних програм розрахунку ґрунтується на цьому 
методі. Однак у метода існує ще цілий ряд істотних 
недоліків — штучне обмеження області розрахунку, 

дискретизація навколишнього простору, виконання 
нової дискретизації при зміні положення елементів і ін. 
Це призвело до пошуків альтернативних методів, з 
яких найбільш перспективним є метод граничних еле-
ментів (МГЕ). 

Кацикаделіс Дж.Т. в своїй книзі [2] описав переваги і 
недоліки МГЕ. Переваги МГЕ: 1. Дискретизації підлягає 
тільки межа тіла, що полегшує чисельне моделювання 
за допомогою МГЕ і на порядок зменшує число невідо-
мих. Таким чином, спрощується і зміна моделі, пов'я-
зана з урахуванням змін проекту. 2. МГЕ дозволяє об-
числювати розв’язок та його похідні в будь-якій точці 
розглянутої області та в будь-який момент часу. Це 
можливо тому, що метод використовує інтегральне 
представлення розв’язку отриманого аналітичного 
виразу, яке можна диференціювати і використовувати 
як аналітичну формулу. Це неможливо при використан-
ні МСЕ, так як розв’язок можна отримати тільки в 
вузлових точках. 3. Метод дуже ефективний для обчис-
лень похідних польових функції. Можна з легкістю опе-
рувати зосередженими силами і моментами як в об-
ласті, так і на її межі. На поточній стадії розвитку МГЕ 
можна виділити наступні недоліки методу: 1. Чисельна 

 

реаліз
раїчни
повніс
МСЕ о
зазнач
розмі
наявн
побуд
Гріна 
 

Філ
ринни
магніт
склада
джере
граль
вищ. 

М
Дл

зв'язк
ми, а
спеціа
розв’я
гато. У
розро

зація МГЕ при
их рівнянь (С
стю заповнен
тримані матр
чений недолік
рністю матри

ності фундаме
дови гранични

для відповідн

ліппов Д.М. в
их джерел для
тного поля еле
анні СЛАР дл
ел вперше з
ні закони поля

ЕТА ДОСЛІДЖ
ля тонких обол
ків визначаєть
а для пологої
альними фун
язку завдань з
У зв'язку з ци

обка модифіко

зводить до си
СЛАР), у яких
і і несиметри
иці мають стр

к МГЕ компенс
иць. 2. Застос
ентальної мат
их елементів 
ної області. Та

Рис

в своїй роботі 
я моделюванн
ектромагнітни

ля знаходжен
запропоновано
я до елементів

ЖЕННЯ 
лонок фундам
ься складними
ї сферичної о
нкціями. Том
з теорії пологи
м актуальною

ованого метод

истеми лінійни
х матриці кое

чні. При вико
ічкову структу
ується значно

сування МГЕ 
триці розв’яз

треба мати 
акі функції зна

с. 1. Класифіка

[3] розвив ме
ня плоскопара
их систем, в як
ня густини вт
о застосовува
в межі розділу

ментальна мат
и громіздкими
оболонки вир

му досліджен
их оболонок М

ю темою дослід
у граничних е

193

# 21 (20

их алгеб-
ефіцієнтів 
ористанні 
уру. Хоча, 

о меншою 
вимагає 

зків. Для 
функцію 

айдені не 

д
р
я
г
х
з
в
н
с

ація методів р

етод вто-
лельного 
кому при 
торинних 
ати інте-
у середо-

триця ро-
и вираза-
ажається 

нь щодо 
МГЕ неба-
дження є 

елементів 

(
м
т
м
а
а
н
р
н
н
т
р

ін
з

017) 

для всіх можли
ристовуватися 
яких не відоми
рами та підп

характер і були
задач в дослід
візуалізації та 
необхідність ро
учасним вимо

розв’язку поль

ММГЕ) і алго
методі, для ро
тонких оболон
ментальних р
аналітичними 
аналітичні вир
ного магнітног
рівнянь для ро
нітного поля [3
необхідні засоб
тизованою, що
розв’язку поста

У запропон
нтерполяційни

заснований на

ивих областей
для задач, ф

ий чи не визн
рограми на б

и створені лиш
джуваній обла

повної автом
озробки нової

огам. 

ових задач. 

оритмів, засн
зв’язку лінійн

нок, засновани
розв’язків, як

виразами. Дл
рази для розв
го поля склад
озв’язку задач
3]. Створити но
би візуалізації
о відповідає в
авлених задач
нованому мет
ий спосіб диск
а дотриманні 

й. Цей метод н
фундаментальн
начений. 3. Ро
базі МГЕ нося

ше для розв’яз
асті, без особл
матизації, що 
ї САПР, яка ві

нованих на р
них і нелінійни

их на застосу
кі визначають

ля цього тре
в’язування зад
дної конфігура
ч плоскопарал
ову САПР, яка 
ії та буде повн
всім сучасним 
ч. 
тоді застосова
кретизації кра
балансу магн

не може вико-
ний розв’язок
зроблені про-
ть локальний
ку конкретних
ливих засобів
свідчить про

дповідає всім

розробленому
их задач теорії
уванні фунда-
ься простими
ба розробити

дач тривимір-
ації на основі
лельного маг-
буде мати всі

ністю автома-
вимогам для

аний інтегро-
айової задачі,
нітних потоків

 

-
к 
-
й 
х 
в 
о 
м 

 

у 
ї 
-
и 
и 
-
і 
-
і 
-
я 

-
, 

в 



 
 

192 

ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

МОДИФІКОВАНИЙ МЕТОД ГРАНИЧНИХ  
ЕЛЕМЕНТІВ ТА АЛГОРИТМ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ  

ІНДУКОВАНОГО МАГНІТНОГО ПОЛЯ ТОНКОСТІННИХ 
КОНСТРУКЦІЙ В ТРИВИМІРНОМУ ПРОСТОРІ  

УДК 004.9 

РЯБЕНЬКИЙ Володимир Михайлович 
д.т.н., професор, кафедра теоретичної електротехніки та електронних систем 

Національний Університет Кораблебудування ім. адмірала Макарова 
Україна, м. Миколаїв 

e-mail: optron2@gmail.com 
 

ЧУДАЙКІН Ігор Іванович 
канд. техн. наук, доцент, igorlu3141509@rambler.ru 

Таргунакова Юлія Дмитрівна, магістр, аспірант 
e-mail: golubkajulya@gmail.com 

 
ВСТУП  
У ряді важливих практичних застосувань потрібна 

інформація про розподіл магнітного поля в околиці 
феромагнітних тонкостінних конструкцій складної про-
сторової конфігурації, які знаходяться в зовнішньому 
постійному магнітному полі (наприклад, в геомаг-
нітному полі — ГМП). До таких додатків відносяться, 
зокрема, визначення магнітного поля морських суден, 
виявлення підводних човнів і мін, виявлення підвод-
них копалин, процес неруйнівного контролю виробів 
магнітним методом та інше. Для отримання більш 
достовірної інформації про магнітні параметри подіб-
них тіл є ефективним використання чисельних методів 
розрахунку. 

Пашковський А.В. в своїй роботі [1] привів кла-
сифікацію методів розв’язку польових задач. Ця кла-
сифікація, котра була розширена і доповнена, зображе-
на на рис. 1. 

Найбільш популярним обчислювальним методом є 
метод скінченних елементів (МСЕ). Понад 90% сучасних 
інженерних програм розрахунку ґрунтується на цьому 
методі. Однак у метода існує ще цілий ряд істотних 
недоліків — штучне обмеження області розрахунку, 

дискретизація навколишнього простору, виконання 
нової дискретизації при зміні положення елементів і ін. 
Це призвело до пошуків альтернативних методів, з 
яких найбільш перспективним є метод граничних еле-
ментів (МГЕ). 

Кацикаделіс Дж.Т. в своїй книзі [2] описав переваги і 
недоліки МГЕ. Переваги МГЕ: 1. Дискретизації підлягає 
тільки межа тіла, що полегшує чисельне моделювання 
за допомогою МГЕ і на порядок зменшує число невідо-
мих. Таким чином, спрощується і зміна моделі, пов'я-
зана з урахуванням змін проекту. 2. МГЕ дозволяє об-
числювати розв’язок та його похідні в будь-якій точці 
розглянутої області та в будь-який момент часу. Це 
можливо тому, що метод використовує інтегральне 
представлення розв’язку отриманого аналітичного 
виразу, яке можна диференціювати і використовувати 
як аналітичну формулу. Це неможливо при використан-
ні МСЕ, так як розв’язок можна отримати тільки в 
вузлових точках. 3. Метод дуже ефективний для обчис-
лень похідних польових функції. Можна з легкістю опе-
рувати зосередженими силами і моментами як в об-
ласті, так і на її межі. На поточній стадії розвитку МГЕ 
можна виділити наступні недоліки методу: 1. Чисельна 

 

реаліз
раїчни
повніс
МСЕ о
зазнач
розмі
наявн
побуд
Гріна 
 

Філ
ринни
магніт
склада
джере
граль
вищ. 

М
Дл

зв'язк
ми, а
спеціа
розв’я
гато. У
розро

зація МГЕ при
их рівнянь (С
стю заповнен
тримані матр
чений недолік
рністю матри

ності фундаме
дови гранични

для відповідн

ліппов Д.М. в
их джерел для
тного поля еле
анні СЛАР дл
ел вперше з
ні закони поля

ЕТА ДОСЛІДЖ
ля тонких обол
ків визначаєть
а для пологої
альними фун
язку завдань з
У зв'язку з ци

обка модифіко

зводить до си
СЛАР), у яких
і і несиметри
иці мають стр

к МГЕ компенс
иць. 2. Застос
ентальної мат
их елементів 
ної області. Та

Рис

в своїй роботі 
я моделюванн
ектромагнітни

ля знаходжен
запропоновано
я до елементів

ЖЕННЯ 
лонок фундам
ься складними
ї сферичної о
нкціями. Том
з теорії пологи
м актуальною

ованого метод

истеми лінійни
х матриці кое

чні. При вико
ічкову структу
ується значно

сування МГЕ 
триці розв’яз

треба мати 
акі функції зна

с. 1. Класифіка

[3] розвив ме
ня плоскопара
их систем, в як
ня густини вт
о застосовува
в межі розділу

ментальна мат
и громіздкими
оболонки вир

му досліджен
их оболонок М

ю темою дослід
у граничних е

193

# 21 (20

их алгеб-
ефіцієнтів 
ористанні 
уру. Хоча, 

о меншою 
вимагає 

зків. Для 
функцію 

айдені не 

д
р
я
г
х
з
в
н
с

ація методів р

етод вто-
лельного 
кому при 
торинних 
ати інте-
у середо-

триця ро-
и вираза-
ажається 

нь щодо 
МГЕ неба-
дження є 

елементів 

(
м
т
м
а
а
н
р
н
н
т
р

ін
з

017) 

для всіх можли
ристовуватися 
яких не відоми
рами та підп

характер і були
задач в дослід
візуалізації та 
необхідність ро
учасним вимо

розв’язку поль

ММГЕ) і алго
методі, для ро
тонких оболон
ментальних р
аналітичними 
аналітичні вир
ного магнітног
рівнянь для ро
нітного поля [3
необхідні засоб
тизованою, що
розв’язку поста

У запропон
нтерполяційни

заснований на

ивих областей
для задач, ф

ий чи не визн
рограми на б

и створені лиш
джуваній обла

повної автом
озробки нової

огам. 

ових задач. 

оритмів, засн
зв’язку лінійн

нок, засновани
розв’язків, як

виразами. Дл
рази для розв
го поля склад
озв’язку задач
3]. Створити но
би візуалізації
о відповідає в
авлених задач
нованому мет
ий спосіб диск
а дотриманні 

й. Цей метод н
фундаментальн
начений. 3. Ро
базі МГЕ нося

ше для розв’яз
асті, без особл
матизації, що 
ї САПР, яка ві

нованих на р
них і нелінійни

их на застосу
кі визначають

ля цього тре
в’язування зад
дної конфігура
ч плоскопарал
ову САПР, яка 
ії та буде повн
всім сучасним 
ч. 
тоді застосова
кретизації кра
балансу магн

не може вико-
ний розв’язок
зроблені про-
ть локальний
ку конкретних
ливих засобів
свідчить про

дповідає всім

розробленому
их задач теорії
уванні фунда-
ься простими
ба розробити

дач тривимір-
ації на основі
лельного маг-
буде мати всі

ністю автома-
вимогам для

аний інтегро-
айової задачі,
нітних потоків

 

-
к 
-
й 
х 
в 
о 
м 

 

у 
ї 
-
и 
и 
-
і 
-
і 
-
я 

-
, 

в 



 
 

194 

ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

для контрольних об’ємів (КО) і представлення розв’язку 
у вигляді потенціалу в центрі КО. 

Математичною основою збіжності методу є обме-
женість операторів, зворотних проектуючим операто-
рам та оператору граничних умов, а також густина в 
просторі неперервних функцій, побудована на основі 
дискретизації простого шару. При цьому консерватив-
ність схеми апроксимації граничних умов забезпечує 
«фізичність» розв’язку, отриманого при будь-якому, в 
тому числі і грубому, розбитті граничної поверхні. 
Остання обставина підтверджується, зокрема, наявним 
досвідом аналогового і аналого-цифрового моделю-
вання поля намагнічення тонкостінних конструкцій на 
електричних сітках, при якому розв’язок може бути 
отриманий шляхом ітераційного підбору дискретних 
джерел струму (магнітного потоку), що задаються в 
вузлових точках однорідної R – сітки. Між моделюван-
ням на електричних сітках і моделюванням чисельним 
методом, що пропонується, є майже повна аналогія. 
Відмінність полягає тільки в заміні розподілених дже-
рел точковими. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
У стаціонарному випадку (при впливі постійного в 

часі зовнішнього магнітного поля 0H ) потенціал m  
шуканого поля намагнічування  mm qradH   тон-
костінних конструкцій задовольняє [4,5] рівнянню 
Лапласа: 
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Та наближеним («некласичним») граничним умо-

вам на серединній поверхні конструкції S: 
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никність і товщина конструкції відповідно. 
Зовнішнє поле 0H  вважається заданим. Потрібно 

знайти потенціал m  та значення напруженості mH  
індукованого магнітного поля тонкостінних оболонок  
S. 

Відомо [5], що розв'язок крайової задачі (1)—(2) може 
бути представлений у вигляді потенціалу простого шару 
(ППШ) з густиною g: 
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де t  — точка спостереження; q — поточна точка 
поверхні S; )q,t(m  — фундаментальний розв’язок 
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де ln  - зовнішня нормаль до контуру jL , що об-
межує поверхню jS . 

Рівняння (5) виражає умови балансу магнітного по-
току для контрольного об’єму (елемента тонкостінної 
конструкції), обмеженого циліндричною поверхнею з 
твірною jL . 

В запропонованому методі апроксимується не сама 
функція m , а простий шар, який її визначає, тобто 
формально використовується розкладання m  по 
неортогональним функціям [8]. Ця друга основна ідея 
методу має просту фізичну інтерпретацію: простий шар 
замінюється системою точкових джерел з інтенсивністю 


jS

tj dS)t(gQ , розміщених в вузлах jq   

( N,...,1j  ). Так як потенціал )t(m  є неперервною-
диференційованою гладкою функцією на границі jL  
всіх ділянок jS , при вказаному способі апроксимації 
(6) консервативність методу не порушується. 





N

1i
imim )q,t(Q)t(                        (6) 

В результаті рівняння (4) зводиться до наступної СЛАР 
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ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

для контрольних об’ємів (КО) і представлення розв’язку 
у вигляді потенціалу в центрі КО. 

Математичною основою збіжності методу є обме-
женість операторів, зворотних проектуючим операто-
рам та оператору граничних умов, а також густина в 
просторі неперервних функцій, побудована на основі 
дискретизації простого шару. При цьому консерватив-
ність схеми апроксимації граничних умов забезпечує 
«фізичність» розв’язку, отриманого при будь-якому, в 
тому числі і грубому, розбитті граничної поверхні. 
Остання обставина підтверджується, зокрема, наявним 
досвідом аналогового і аналого-цифрового моделю-
вання поля намагнічення тонкостінних конструкцій на 
електричних сітках, при якому розв’язок може бути 
отриманий шляхом ітераційного підбору дискретних 
джерел струму (магнітного потоку), що задаються в 
вузлових точках однорідної R – сітки. Між моделюван-
ням на електричних сітках і моделюванням чисельним 
методом, що пропонується, є майже повна аналогія. 
Відмінність полягає тільки в заміні розподілених дже-
рел точковими. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
У стаціонарному випадку (при впливі постійного в 

часі зовнішнього магнітного поля 0H ) потенціал m  
шуканого поля намагнічування  mm qradH   тон-
костінних конструкцій задовольняє [4,5] рівнянню 
Лапласа: 

0m                                              (1) 
Та наближеним («некласичним») граничним умо-

вам на серединній поверхні конструкції S: 
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Зовнішнє поле 0H  вважається заданим. Потрібно 

знайти потенціал m  та значення напруженості mH  
індукованого магнітного поля тонкостінних оболонок  
S. 

Відомо [5], що розв'язок крайової задачі (1)—(2) може 
бути представлений у вигляді потенціалу простого шару 
(ППШ) з густиною g: 

qmm dS)q,t()q(g)t(                  (3) 

де t  — точка спостереження; q — поточна точка 
поверхні S; )q,t(m  — фундаментальний розв’язок 
Лапласа. 

При цьому ППШ визначається з рішення інтегро-
диференціального рівняння: 
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Перша основна ідея розробленого ММГЕ полягає в 
дискретизації рівняння (4) інтегро-інтерполяційним 
методом [6, 7] шляхом інтегрування по ділянці поверх-
ні jS  ( N,...,1j  ). При цьому, переходячи від по-
верхневих інтегралів до контурних, одержуємо: 
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де ln  - зовнішня нормаль до контуру jL , що об-
межує поверхню jS . 

Рівняння (5) виражає умови балансу магнітного по-
току для контрольного об’єму (елемента тонкостінної 
конструкції), обмеженого циліндричною поверхнею з 
твірною jL . 

В запропонованому методі апроксимується не сама 
функція m , а простий шар, який її визначає, тобто 
формально використовується розкладання m  по 
неортогональним функціям [8]. Ця друга основна ідея 
методу має просту фізичну інтерпретацію: простий шар 
замінюється системою точкових джерел з інтенсивністю 
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( N,...,1j  ). Так як потенціал )t(m  є неперервною-
диференційованою гладкою функцією на границі jL  
всіх ділянок jS , при вказаному способі апроксимації 
(6) консервативність методу не порушується. 
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В результаті рівняння (4) зводиться до наступної СЛАР 
відносно значень jQ : 
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