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ВСТУП  
У ряді важливих практичних застосувань потрібна 

інформація про розподіл магнітного поля в околиці 
феромагнітних тонкостінних конструкцій складної про-
сторової конфігурації, які знаходяться в зовнішньому 
постійному магнітному полі (наприклад, в геомаг-
нітному полі — ГМП). До таких додатків відносяться, 
зокрема, визначення магнітного поля морських суден, 
виявлення підводних човнів і мін, виявлення підвод-
них копалин, процес неруйнівного контролю виробів 
магнітним методом та інше. Для отримання більш 
достовірної інформації про магнітні параметри подіб-
них тіл є ефективним використання чисельних методів 
розрахунку. 

Пашковський А.В. в своїй роботі [1] привів кла-
сифікацію методів розв’язку польових задач. Ця кла-
сифікація, котра була розширена і доповнена, зображе-
на на рис. 1. 

Найбільш популярним обчислювальним методом є 
метод скінченних елементів (МСЕ). Понад 90% сучасних 
інженерних програм розрахунку ґрунтується на цьому 
методі. Однак у метода існує ще цілий ряд істотних 
недоліків — штучне обмеження області розрахунку, 

дискретизація навколишнього простору, виконання 
нової дискретизації при зміні положення елементів і ін. 
Це призвело до пошуків альтернативних методів, з 
яких найбільш перспективним є метод граничних еле-
ментів (МГЕ). 

Кацикаделіс Дж.Т. в своїй книзі [2] описав переваги і 
недоліки МГЕ. Переваги МГЕ: 1. Дискретизації підлягає 
тільки межа тіла, що полегшує чисельне моделювання 
за допомогою МГЕ і на порядок зменшує число невідо-
мих. Таким чином, спрощується і зміна моделі, пов'я-
зана з урахуванням змін проекту. 2. МГЕ дозволяє об-
числювати розв’язок та його похідні в будь-якій точці 
розглянутої області та в будь-який момент часу. Це 
можливо тому, що метод використовує інтегральне 
представлення розв’язку отриманого аналітичного 
виразу, яке можна диференціювати і використовувати 
як аналітичну формулу. Це неможливо при використан-
ні МСЕ, так як розв’язок можна отримати тільки в 
вузлових точках. 3. Метод дуже ефективний для обчис-
лень похідних польових функції. Можна з легкістю опе-
рувати зосередженими силами і моментами як в об-
ласті, так і на її межі. На поточній стадії розвитку МГЕ 
можна виділити наступні недоліки методу: 1. Чисельна 
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для контрольних об’ємів (КО) і представлення розв’язку 
у вигляді потенціалу в центрі КО. 

Математичною основою збіжності методу є обме-
женість операторів, зворотних проектуючим операто-
рам та оператору граничних умов, а також густина в 
просторі неперервних функцій, побудована на основі 
дискретизації простого шару. При цьому консерватив-
ність схеми апроксимації граничних умов забезпечує 
«фізичність» розв’язку, отриманого при будь-якому, в 
тому числі і грубому, розбитті граничної поверхні. 
Остання обставина підтверджується, зокрема, наявним 
досвідом аналогового і аналого-цифрового моделю-
вання поля намагнічення тонкостінних конструкцій на 
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джерел струму (магнітного потоку), що задаються в 
вузлових точках однорідної R – сітки. Між моделюван-
ням на електричних сітках і моделюванням чисельним 
методом, що пропонується, є майже повна аналогія. 
Відмінність полягає тільки в заміні розподілених дже-
рел точковими. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
У стаціонарному випадку (при впливі постійного в 

часі зовнішнього магнітного поля 0H ) потенціал m  
шуканого поля намагнічування  mm qradH   тон-
костінних конструкцій задовольняє [4,5] рівнянню 
Лапласа: 

0m                                              (1) 
Та наближеним («некласичним») граничним умо-

вам на серединній поверхні конструкції S: 

   





















s0
*

ssm
*

ss
mm

mm

Hdivgraddiv
nn

0

     (2) 

де  *
s , 

0

*




  та  - відносна магнітна про-

никність і товщина конструкції відповідно. 
Зовнішнє поле 0H  вважається заданим. Потрібно 

знайти потенціал m  та значення напруженості mH  
індукованого магнітного поля тонкостінних оболонок  
S. 

Відомо [5], що розв'язок крайової задачі (1)—(2) може 
бути представлений у вигляді потенціалу простого шару 
(ППШ) з густиною g: 

qmm dS)q,t()q(g)t(                  (3) 

де t  — точка спостереження; q — поточна точка 
поверхні S; )q,t(m  — фундаментальний розв’язок 
Лапласа. 

При цьому ППШ визначається з рішення інтегро-
диференціального рівняння: 

s0s
*

ssq

S

ms
*

ss HgraddivdS)q,t()q(ggraddiv)t(g      (4) 

Перша основна ідея розробленого ММГЕ полягає в 
дискретизації рівняння (4) інтегро-інтерполяційним 
методом [6, 7] шляхом інтегрування по ділянці поверх-
ні jS  ( N,...,1j  ). При цьому, переходячи від по-
верхневих інтегралів до контурних, одержуємо: 

s0s
*

ss

q

S

m

L l

*
s

S

t

Hgraddiv

dl]dS)q,t()q(g
n

)[l(dS)t(g
j







 
   (5) 

де ln  - зовнішня нормаль до контуру jL , що об-
межує поверхню jS . 

Рівняння (5) виражає умови балансу магнітного по-
току для контрольного об’єму (елемента тонкостінної 
конструкції), обмеженого циліндричною поверхнею з 
твірною jL . 

В запропонованому методі апроксимується не сама 
функція m , а простий шар, який її визначає, тобто 
формально використовується розкладання m  по 
неортогональним функціям [8]. Ця друга основна ідея 
методу має просту фізичну інтерпретацію: простий шар 
замінюється системою точкових джерел з інтенсивністю 


jS

tj dS)t(gQ , розміщених в вузлах jq   

( N,...,1j  ). Так як потенціал )t(m  є неперервною-
диференційованою гладкою функцією на границі jL  
всіх ділянок jS , при вказаному способі апроксимації 
(6) консервативність методу не порушується. 





N

1i
imim )q,t(Q)t(                        (6) 

В результаті рівняння (4) зводиться до наступної СЛАР 
відносно значень jQ : 

 

 jQ

Пе
помін

де 

a
L

ij 

Інт
зол 
розв’я
назив
шаєть
коли 
інтегр

Ко
прямо
).Тоді 
гляд: 

де jkl

трикут

1jkn  

вектор

jk . 

Піс
ховуєт
чають

Пр
граль
цього 
причи
Щоб з

 



j

iL l

*
s n

)[l(

ерепишемо рів
яємо порядок

 
N

1i
j aQ  



n

(
)l(

jL

m*
s 




теграли в вищ
jq , де ви

язок, з вузлом
ваються коефі
ься незмінною

точка iq  зм
рування). 
онтурний інтег
окутників на 

вираз для ко

jP

ik

2

i
ija 

 

P

k
jc 

1k  та 2jkl  - 

тника з сере
та 2jkn  - зо

ри до відрізків

сля розв'язку 
ться за форму

ься за формула

mH

ри s  вихі
ного рівняння

рівняння міс
иною нестійко
запобігти несті

 


N

1i
imi ])q,t(Q

N,...,1j 

вняння (7) в ко
к додавання та

jiij cQa            

dl
n

)q,t(

l

i    jc

ще згаданому 
икористовуєть
м iq  ( ,.1i 

цієнтами впл
ю (опорна точ
мінюється по 

грал (7) розрах
відрізках jkl

оефіцієнтів впл

2

1
jkljkl

*
s l)t(






jP

ik

2

1i
jkl

*
s )t( 

 



 відрізки, що

диною сторін
овнішні (відно

в 1jkl  та 2jkl

СЛАР шуканий
улою (6), а нап
ами: 





N

1i
im qQ)t(

ідне рівняння
я першого ро
стить нульове

ості чисельног
ійкості розв’яз


jL

*
s H)l(dl]

N                           
омпактному в

а інтегрування

  N,...,1j   


jL

n0
*

s H)l(

рівнянні зв’яз
ся фундамен

N.., ). ija та c

иву. Точка q

ка) (рис. 2), в
i-му елемент

ховується за ф
kl  ( jP,...,1k 

ливу в (8) ма

jkltjkl

im

n

)q,t(


 , 

jkln0jkl Hl) ,        

о з'єднують це

н його бічних
осно jS ) но

, що лежать в

й потенціал 
пруженість пол

 imt )q,t(qrad

(4) зводиться
оду. Спектр о
е власне числ
го розв’язку С
зку СЛАР в ліву

195

# 21 (20

n0 dl)l(H   

             (7) 
вигляді та 
я: 

             (8) 

dl)l(  (9) 

зують ву-
нтальний 

jc  часто 

jq  зали-
в той час 
ту (точка 

формулою 
jP ; 2,1l 

тиме ви-

           (10) 

           (11) 

ентр мас 

х граней; 
ормальні 

в площині 

m  розра-
ля визна-

)          (12) 

я до інте-
оператору 
ло, яке є 
СЛАР (7). 
у частину 

в
о

В
н

С

Р

р
н
л
d

т

д
к
ц
г
д
с

г

н

017) 

вводимо доба
оператора: 

jQ 

В рівняння (13
ного магнітног

СЛАР (14) в мат

Рис. 2. Апрокси
х

Матриця 
розв’язку най
найменших кв
ладання вик
decomposition)

Після сингу
тиме вигляд: 

де S — матри
котрій елемент
це сингулярні 
оловній діагон

дві унітарні ма
ингулярних ве

СЛАР (15) з 

Тепер отри
ою методу най

Розроблени
на першому е

вку [9], яка 

N

1i
jijQa 



3) додається у
о заряду: 

dt)t(g
S



тричному вигл
 QA

имація триви
хунку коефіціє

A  - це вир
йефективніше 
адратів, а в я

користовувати
або сингулярн

улярного розк

USA 

иця такого ж р
ти, що лежать
числа (а всі е
налі, дорівнюю
атриці, що скл
екторів відпов
урахуванням 

   QSU 

ману СЛАР мо
йменших квад
ий ММГЕ склад
етапі відбуває

змінює спект

jc      ,..1j 

умова рівност

0Q
N

1i
j 



ляді: 
  CQ               

имірної поверх
єнтів впливу 

роджена мат
 використов

якості ортогон
и SVD (sin
не розкладанн
кладання матр

TSV                     
розміру, як і м
ь на головній

елементи, які 
ють нулю); U
ладаються з л

відно. 
(16) матиме в
  VC             

ожна вирішит
дратів. 
дається з наст

ється тріангул

тр матричного

N.,              (13)

і нулю сумар-

                    (14)

                    (15)

хні при розра-

триця. Для її
увати метод
ального розк-

ngular value
ня. 
риця A  ма-

                    (16)
матриця A , у

 діагоналі —
не лежать на

U  і V  — це
лівих і правих

вигляд: 
                    (17)

ти за допомо-

тупних кроків:
яція поверхні

 

о 

) 

-

) 

) 

ї 
д 
-
e 

-

) 
у 

— 
а 
е 
х 

) 
-

: 
і 



 
 

194 

ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 

для контрольних об’ємів (КО) і представлення розв’язку 
у вигляді потенціалу в центрі КО. 

Математичною основою збіжності методу є обме-
женість операторів, зворотних проектуючим операто-
рам та оператору граничних умов, а також густина в 
просторі неперервних функцій, побудована на основі 
дискретизації простого шару. При цьому консерватив-
ність схеми апроксимації граничних умов забезпечує 
«фізичність» розв’язку, отриманого при будь-якому, в 
тому числі і грубому, розбитті граничної поверхні. 
Остання обставина підтверджується, зокрема, наявним 
досвідом аналогового і аналого-цифрового моделю-
вання поля намагнічення тонкостінних конструкцій на 
електричних сітках, при якому розв’язок може бути 
отриманий шляхом ітераційного підбору дискретних 
джерел струму (магнітного потоку), що задаються в 
вузлових точках однорідної R – сітки. Між моделюван-
ням на електричних сітках і моделюванням чисельним 
методом, що пропонується, є майже повна аналогія. 
Відмінність полягає тільки в заміні розподілених дже-
рел точковими. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
У стаціонарному випадку (при впливі постійного в 

часі зовнішнього магнітного поля 0H ) потенціал m  
шуканого поля намагнічування  mm qradH   тон-
костінних конструкцій задовольняє [4,5] рівнянню 
Лапласа: 
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Та наближеним («некласичним») граничним умо-
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де ln  - зовнішня нормаль до контуру jL , що об-
межує поверхню jS . 

Рівняння (5) виражає умови балансу магнітного по-
току для контрольного об’єму (елемента тонкостінної 
конструкції), обмеженого циліндричною поверхнею з 
твірною jL . 
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функція m , а простий шар, який її визначає, тобто 
формально використовується розкладання m  по 
неортогональним функціям [8]. Ця друга основна ідея 
методу має просту фізичну інтерпретацію: простий шар 
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