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ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ  

ГУМОВОЇ ТРУБИ НА ОСНОВІ УТОЧНЕНОЇ МОМЕНТНОЇ СХЕМИ 

СКІНЧЕННОГО ЕЛЕМЕНТА 

Розроблено підхід до чисельного аналізу напружено-деформованого  

стану гумової труби на основі уточненої моментної схеми скінченного елемента 

для слабкостисливих матеріалів. Проведено розрахунок гумової труби 

з урахуванням специфічних властивостей матеріалу та умов деформування. 

Ключові слова: напружено-деформований стан, еластомери, слабка стисливість, 

моментна схема скінченного елемента, кубічна апроксимація. 

Вступ. Еластомер, як конструкційний матеріал, використовується 

в різних галузях сучасної техніки та народного господарства, серед яких 

машинобудування, авіабудування, будівництво, сільськогосподарська 

техніка, вібраційна техніка. Еластомери мають ряд специфічних власти-

востей, в сукупності нехарактерних для традиційних матеріалів, серед 

яких слабка стисливість та поєднання високої механічної міцності 

з високою еластичністю. Завдяки цим властивостям еластомери знахо-

дять широке застосування в якості пружних шарнірів та опор, демпферів, 

амортизаторів, пружних підвісок, мембран, підшипників, віброзахисних 

пристроїв. За багатьма параметрами – надійності, габаритам, вартості, 

стійкості до дії агресивного середовища – еластомерні елементи перевер-

шують традиційні матеріали того ж призначення. Вони дозволяють знахо-

дити принципово нові конструктивні розв’язки відповідальних вузлів сучас-

них технічних систем. 

В реальних умовах експлуатації еластомерні конструкції (ЕК) зазнають 

механічного навантаження, у зв’язку з чим виникає необхідність дослід-

ження напружено-деформованого стану (НДС). 

На сьогодні відома велика кількість методів розрахунку НДС еласто-

мерів: експериментальні, емпіричні, наближені аналітичні, кожен з яких 

має свої переваги та недоліки, і які в сукупності дають можливість отри-

мати об'єктивні відомості про деформацію конструкції. Аналітичні методи 

розв’язку задач механіки еластомерів та процеси, що протікають в них, 

освітлені в роботах С. І. Димнікова [3], В. І. Дирди, В. М. Потураєва 

[5, 6, 15, 16], Е. Е. Лавендела [11] та інших. 

Але найбільш зручно і просто описати всю різноманітність складних 

геометричних форм гумових деталей можна за допомогою чисельних 
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методів, які дозволяють задавати будь-яку геометричну форму деталі 

і будь-які граничні і початкові умови при розрахунку. 

Універсальним чисельним методом розрахунку ЕК, який дозволяє 

враховувати несиметричність навантажень і закріплень, а також отри-

мувати повну картину НДС, є метод скінченних елементів (МСЕ). 

Вивченню методики застосування МСЕ до розрахунку еластомерних 

конструкцій присвячена велика кількість робіт. В роботах Р. Пэнна [20], 

С. І. Димнікова [4] пропонується введення різних виразів пружної енергії 

деформації, які враховують слабку стисливість еластомеру. 

Широкого розповсюдження отримали змішані схеми МСЕ. Зокрема, 

для задач дослідження слабкостисливих еластомерів найбільш прийня-

тними є варіаційні формулювання, які були запропоновані 

Л. Р. Геррманном [1], С. Кеєм [18], Т. Піаном [14]. Однак застосування 

змішаних варіаційних принципів пов’язано зі збільшенням порядку 

розв’язуючої системи рівнянь, з порушенням додатної визначеності ма-

триці рівнянь.  

О. С. Зенкевич [21], Дж. Оден [19] для урахування слабкої стисливо-

сті еластомерів запропонували спосіб скороченого інтегрування, який 

полягає в тому, що поля переміщень і величини, відповідальні за слабку 

стисливість, апроксимуються різними функціями. 

Слід відзначити, що в механіці еластомерів МСЕ отримав значного 

розвитку та використання в монографіях таких вчених, як С. І. Димніков, 

Е. Е. Лавендел [17], В. В. Киричевський, А. С. Сахаров [9], 

В. В. Киричевський, Б. М. Дохняк, Ю. Г. Козуб [8]. 

Зробивши аналіз існуючих методів визначення НДС еластомерів,  

можна зазначити, що вони, як правило, або побудовані на системі спро-

щуючих гіпотез, або носять чисто теоретичний характер, або мають  

вигляд, неприйнятний для практичного застосування. Найбільш складною 

вважається задача визначення тривимірного НДС, в якому переважно 

і перебувають ЕК. 

Отже, на даний момент налічується недостатня кількість надійних  

методів розрахунку ЕК з урахуванням слабкої стисливості. Це призводить 

до необхідності уточнення існуючих розрахункових схем та розвитку  

універсальних методів розв‘язку на основі МСЕ в тривимірній постановці 

із залученням обчислювальної техніки, що підтверджує актуальність  

даного дослідження. 

Постановка задачі. Розв’язується статична задача пружності в три-

вимірній постановці для гумової труби (ГТ) (рис. 1), P  – рівномірно роз-

поділений внутрішній тиск, BR  – внутрішній радіус, HR – зовнішній раді-

ус, H Bh R R   – товщина, L  – довжина. Такі ГТ використовують для 

подачі газу (повітря, азот, інертні гази), рідини (вода, масло, бензин, 

розчини кислот і лугів), водяної пари, в якості ущільнюючих елементів 

нерухомих з'єднань, також у турбінах та нагнітачах. 
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Рис. 1 – Розрахункова схема гумової труби під внутрішнім тиском 

Побудова моделі напружено-деформованого стану еластомерів 

на основі моментної схеми скінченного елемента. Традиційний МСЕ 

у формі методу переміщень не дозволяє враховувати жорсткі зміщення 

скінченного елемента (СЕ) і іншу негативну властивість матриці жорст-

кості (МЖ), пов’язану з появою фіктивних зсувних деформацій, – «ефект 

хибного зсуву». Крім того, не враховується така властивість еластоме-

рів, як слабка стисливість, коли коефіцієнт Пуассона 0,5 . В процесі 

формування МЖ виникає необхідність в обчисленні коефіцієнта 

 1 2E   , де E  – модуль пружності матеріалу. При 0,5  ця вели-

чина прямує до нескінченності, і тоді розрахунок конструкцій приводить 

до невизначеностей. 

Для усунення цих недоліків необхідно використовувати спеціально 

розроблену схему МСЕ – моментну схему скінченного елемента (МССЕ) 

для слабкостисливих матеріалів [10]. МССЕ відноситься до гібридних 

методів, оскільки включає потрійну апроксимацію компонент вектору 

переміщень, компонент тензору деформацій та функції зміни об’єму. 

Порядок розкладу деформацій та функції зміни об’єму знаходиться 

в строгій відповідності з порядком апроксимації функцій переміщень 

та обирається таким чином, щоб виключити всі компоненти деформацій, 

які реагують на жорсткі зміщення та «ефект хибного зсуву», а також всі 

компоненти функції зміни об’єму, які реагують на слабку стисливість 

матеріалу. 

Процес обчислення коефіцієнтів МЖ СЕ організований таким чином, 

що всі коефіцієнти розкладу деформацій та функцій зміни об’єму легко 

виражаються через коефіцієнти апроксимації переміщень. Це дозволяє 

отримати рівняння, аналогічні рівнянням традиційного МСЕ, в формі 

методу переміщень, зберігаючи всі його переваги в порівнянні зі зміша-

ними формулюваннями. 

Лінійна апроксимація переміщень має вигляд 
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де iu  – компоненти вектору переміщень за напрямом осі і  базисної 

системи координат; 
 pqr
i  – коефіцієнти розкладу переміщень; l , m , n  

– максимальні степені апроксимуючих поліномів відносно осей місцевої 

системи координат 1x , 2x , 3x  відповідно ( 0,p l ; 0,q m ; 0,r n ). 

Для забезпечення більш високої точності та ефективності процесу 

розв’язання широкого класу задач використовують уточнені МССЕ, які 

по суті є модифікацією МССЕ [10, 7, 13]. Ця методика передбачає отри-

мання виразів для деформацій на базі доповнення (1) до повного кубіч-

ного поліному, позначаючи додаткові коефіцієнти буквою 
( )
iV : 

  ,i i iu u u   (2) 

де 

 200 2 020 2 002 2 210 2 201 2
1 2 3 1 2 1 3

1

2
i i i i i iu V x V x V x V x x V x x        
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1
.

6
i i iV x V x V x    

Для СЕ в формі прямокутного паралелепіпеду всі компоненти дефор-

мацій, що отримані на основі (2), представляються у вигляді повних квад-

ратичних поліномів 
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110 020 2 101 011 002 2
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1 1
,

2 2
ij ij ij ij ije x x e x e x x e x x e x      

де всі моменти деформацій ije  задовольняють умовам МССЕ. 

Далі визначаються ті компоненти, які містять 
( )
iV : 
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200 300 010 020 200 210 110 120
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Уточнення МССЕ зводиться до мінімізації тих коефіцієнтів розкладу 

деформацій, які згідно МССЕ повинні відкидатися. А саме, з моментів 

деформацій, які представлені через переміщення та мають «зайві»  

коефіцієнти, складається сума квадратів. Шляхом її мінімізації отримає-

мо систему рівнянь, розв’язавши яку, визначимо додаткові коефіцієнти: 

200 210 201 120 102 300 020
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021 012 030 002 201 102 012
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210 120 003 021 300
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030 300 003 030 003

1 3 1 3 2 0;V V V V V      (3) 

021 120 111 020 110 200 101
1 3 2 1 2 3 1/ 3; ; ;V V V V        
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002 011 201 210 111 020 011
2 3 2 3 1 3 2; / 3; .V V V V        

Таким чином, виходячи з формул (2) та (3), допоміжний закон розподі-

лення переміщень тривимірного СЕ матиме вигляд: 
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Представимо (1) і (4) в матричній формі: 

    u    ; (5) 

    u    , (6) 

де  

   

000
1 1

2

111
3 3

; ;

u

u u

u

  
  

     
   
   

 

   ,   – матриці степеневих функцій, вибрані з умов еквівалентності (1) 

і (5), а також (4) і (6). 

Зв’язок між    та вектором  u  встановлюється на основі вихідної 

апроксимації (1) або (6): 
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де  
j

  – значення матриці    в j -му інтерполяційному вузлі СЕ. Ви-

ведення матриці здійснюється в два етапи. Спочатку на базі допоміж-

ного закону (6) для вектору    за методикою МССЕ обчислюється 

проміжна матриця  G  [13]. Остаточну МЖ для вектору вузлових  

зміщень отримаємо за допомогою матриці  S  

       
1 1

T

K S G S
 

 . 

Вектор вузлових навантажень визначається на основі вихідної апрокси-
мації переміщень (1). Детальне виведення співвідношень МЖ для ЕК з ви-
користанням запропонованих апроксимацій представлено в роботах [2, 9]. 

З точки зору кінематичних властивостей СЕ можна зазначити, що 
в результаті доповнення законів апроксимації переміщень вдається точ-
ніше задовольнити умовам сумісності деформацій в межах кожного СЕ. 

Отже, уточнена схема МССЕ надає можливість отримати клас СЕ 
з покращеними властивостями. Методика залишається вірною і для 
більш високої міри поліноміальної апроксимації переміщень, включаючи 
ті випадки, коли порядок апроксимації різний за місцевими координатами. 

Результати розрахунків. Дослідимо збіжність розв’язків, отриманих 
чисельно з використанням уточненої МССЕ, порівнюючи їх з традицій-
ною схемою МСЕ та з аналітичним розв’язком задачі Ляме. 

Задача Ляме є плоскою вісесиметричною задачею, тому розглянемо 
її розв’язання у полярних координатах. У випадку, коли циліндр знахо-
диться під дією лише внутрішнього тиску, матимемо наступний вираз 
для радіальних переміщень 
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u r r
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, 

де   – коефіцієнт Пуассона; Е  – модуль Юнга; r  – полярний радіус. 

Чисельний розрахунок ГТ в умовах лінійного деформування був ре-
алізований за допомогою пакета прикладних програм обчислювального 
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комплексу «МІРЕЛА+» [12]. В силу симетричності задачі розраховува-
лася чверть конструкції. 

Вихідні дані: внутрішній радіус 0,005BR   м, зовнішній радіус 

0,015HR   м, довжина 0,1L   м, товщина 0,01h   м, сітка дискрети-

зації 13 13 7  . 

Результати розрахунку ГТ при інтенсивності внутрішнього тиску 
2Р   МПа для марки гуми 51-1562 представлені в табл. 1. 

Таблиця 1 – Результати розрахунку гумової плити 

Коефіцієнт  

Пуассона   

Розв’язок 

аналітичний 
традиційна схема 

МСЕ 
уточнена МССЕ 

Переміщення 1u , м 

0,49 0,00748580 0,0014832 0,0072207 

0,499 0,00747935 0,0014751 0,0072071 

0,4999 0,00747870 0,0014742 0,0072057 

0,49999 0,00747864 0,0014741 0,0072056 

Залежність радіальних переміщень 1u  внутрішньої точки ГТ від кое-

фіцієнта Пуассона   під дією внутрішнього тиску 0,5Р   МПа для різ-

них марок гуми показана в табл. 2. 

Таблиця 2 – Залежність радіальних переміщень від коефіцієнта Пуассона 

Коефіцієнт 
Пуассона   

Марка гуми: 

310 2959 
1378, 
1224,  

51-1711 

169, 11-67Л, 
11-59Л 

51-1714 

Переміщення 1u , м 

0,49 0,0010057 0,00080002 0,0010831 0,00093869 0,00070402 

0,499 0,0010038 0,00079851 0,0010811 0,00093692 0,00070269 

0,4999 0,0010037 0,00079836 0,0010809 0,00093674 0,00070256 

0,49999 0,0010036 0,00079835 0,0010808 0,00093673 0,00070254 

На рис. 2 представлено розподілення компонент тензора напружень 

за товщиною h  ГТ при інтенсивності внутрішнього тиску 5,0Р  МПа, 

коефіцієнті Пуассона 4999,0 : 
111  , 

222  , 
333  ,

124  . 

На рис. 3 представлено розподілення радіальних переміщень 1u  внут-

рішньої точки ГТ за товщиною h  ГТ при інтенсивності внутрішнього тиску 

5,0Р  МПа, коефіцієнті Пуассона 4999,0  для різних марок гуми. 
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Рис. 2 – Розподілення напружень за товщиною труби 

 

Рис. 3 – Розподілення радіальних переміщень за товщиною труби 

Висновки та перспективи подальшого розвитку в даному  
напрямку. При дослідженні напружено-деформованого стану гумової 
труби з використанням кубічної апроксимації переміщень були отримані: 
залежність радіальних переміщень внутрішньої точки гумової труби 
від коефіцієнта Пуассона, розподілення компонент тензору напружень 
за товщиною, розподілення радіальних переміщень внутрішньої точки 
за товщиною труби. 

Як можна помітити, переміщення, отримані на основі уточненої  
моментної схеми скінченного елемента, відрізняються від переміщень, 
які знаходяться аналітично, приблизно на 4%. Таким чином, розглянутий 
чисельний підхід дає адекватні результати при визначенні напружено-
деформованого стану еластомерних конструкцій з урахуванням слабкої 
стисливості матеріалу в умовах лінійного деформування. 
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Проведене дослідження доводить перспективність використання за-
пропонованої уточненої схеми для визначення параметрів напружено-
деформованого стану слабкостисливих еластомерів. Надалі доцільним 
буде проводити розрахунок конструкцій з урахуванням різних особливос-
тей деформування, таких як нелінійність властивостей матеріалу,  
в'язкопружність. Актуальним є уточнення на основі отриманої схеми  
процесу скінченно-елементного аналізу слабкостисливих матеріалів. 
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С. Н. Гребенюк, канд. техн. наук, А. А. Бова 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ РЕЗИНОВОЙ ТРУБЫ НА ОСНОВЕ УТОЧНЕННОЙ 

МОМЕНТНОЙ СХЕМЫ КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 

Разработан подход к численному анализу напряженно-деформированного 
состояния резиновой трубы на основе уточненной моментной схемы конечного 
элемента для слабосжимаемых материалов. Проведен расчет резиновой трубы 
с учетом специфических свойств материала и условий деформирования. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, эластомеры,  
слабая сжимаемость, моментная схема конечного элемента, кубическая  
аппроксимация. 

S. N. Grebenyuk, PhD (Tech.), A. A. Bova  

DETERMINATION OF STRESS-STRAIN STATE OF RUBBER TUBE 
ON THE BASIS OF PRECISE FINITE ELEMENT MOMENT SCHEME  

The approach to the numerical analysis of the stress-strain state of the rubber tube 
based on the precise finite element moment scheme for weakly compressible materials 
has been developed. The calculation of the rubber tube has been conducted taking 
into account specific properties of material and conditions of deformation. 

Keywords: the stress-strain state, the elastomer, a weak compressibility, finite element 
moment scheme, cubic approximation. 

In this paper we consider an approach to the numerical analysis of para-
meters of the stress-strain state of the rubber tube for weakly compressible 
materials. Subject is topical due to the extensive use of elastomers in vari-
ous fields of modern engineering and science. 

To determine the stress-strain state of the rubber tube in conditions  
of linear deformation the three-dimensional finite element method (FEM) has 
been used. The traditional FEM in the form of displacements can’t take into 
account the rigid displacement of finite element, "the effect of false shift" 
and weakly compressibility. Therefore, the finite element moment scheme 
(FEMS), including a triple approximation of components of the displace-
ments vector, the strain tensor components and functions of the volume 
change, has been used. 

Linear approximation of displacements is: 
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To increase the accuracy of the numerical results and to ensure the ef-
fectiveness of the solutions of a wide class of problems on the basis  
of FEMS, the precise finite element moment scheme has been applied.  
This scheme is a modification of moment scheme and envisages the receipt 
of expressions for deformations on the base of adding (1) to complete cubic 

polynomial, marking additional coefficients a letter 
)(

iV : 

,iii uuu   

  3
2
1

201
2

2
1

2102
3

0022
2

0202
1

200

2

1
xxVxxVxVxVxVu iiiiii  

 2
32

012
3

2
2

0212
31

1022
21

120 xxVxxVxxVxxV iiii  

 .
6

1 3
3

0033
2

0303
1

300 xVxVxV iii   

As a result of addition of laws of approximation of displacements we can 
more precisely satisfy the conditions of compatibility of deformations within 
the limits of each finite element. Thus, the precise finite element moment 
scheme gives possibility to get a class of finite elements with the improved 
properties. 

The analysis of the convergence of numerical results got by means  
of the worked out method has been conducted on the example of decision  
of Lame task for hollow cylinder with the use of cubic approximation of dis-
placements. An analytical decision of Lame task has been received.  
Numerical results show the proof convergence to the analytical decision.  
The displacements, which are obtained on the basis of the precise finite 
element moment scheme, are different from the displacements that are ana-
lytically approximately on 4%. 

In the study of the stress-strain state of the rubber tube using a cubic ap-
proximation of displacements were obtained: the dependence of the radial 
displacements of the inner point of the rubber tube on the coefficient of Pois-
son, the distribution of components of the stress tensor by the tube thick-
ness, the distribution of the radial displacements of the inner point  
by the tube thickness. 

The undertaken research shows that calculation of rubber constructions 
taking into account weakly compressibility of materials allows getting  
the adequate results using the cubic approximation of displacements. 
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