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Предложена дискретная модель сплошной среды. При решении с помощью 
этой модели задач на растяжение-сжатие и сдвиг получаемые результаты 
идеально согласуются с теорией упругости. Решение задач на изгиб и кручение 
предполагает дальнейшую корректировку дискретной модели. Предлагаемый 
для решения задач метод последовательных перемещений допускает решение 
задач в геометрически нелинейной постановке. 
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Введение. В механике деформируемого твердого тела на сегодняш-

ний день общепринятым является представление о том, что модель, за-
писанная в виде дифференциальных уравнений, представляет собой 
наиболее адекватное описание сплошной среды, а решение, получаемое 
с помощью этой модели, является, соответственно, наиболее точным. 
Во-первых, в большинстве случаев дифференциальные уравнения не 
удается решить аналитически, в связи с чем приходится прибегать к раз-
личным способам дискретизации для последующего применения какого-
либо численного метода, например, метода конечных разностей или ко-
нечных элементов. Во-вторых, если бы структура материи была непре-
рывной, континуальной, то можно было бы воспринимать дифференци-
альные уравнения как наиболее точное описание реальности, а числен-
ные методы – как способ получения приближенного результата для точ-
ного решения. В то же время предельный переход изначально предпола-
гает континуальность материи, чего на самом деле нет; не говоря уже об 
атомно-молекулярной структуре материи любое материальное тело имеет 
видимую внешнюю грубую структуру (волокна дерева, кристаллы металла, 
включения композитных материалов). Использование предельного перехода 
в таких условиях автоматически предполагает сглаживание, усреднение. 

В связи с этим достаточно давно, практически вместе с развитием ком-
пьютерной техники, появились идеи о том, что можно и нужно решать задачи 
без использования континуальных моделей, строя с самого начала дискрет-
ные модели исследуемых явлений [1, 2, 10]. Однако такие идеи не получили 
широкого развития. Основным здесь, по-видимому, является трудность 
конкурирования с прекрасно развитыми положениями высшей математики. 
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Однако те результаты, которые удается получить при решении задач с 
помощью дискретных моделей, подтверждают эффективность дискретного 
моделирования с точки зрения получения как качественных, так и коли-
чественных результатов [4, 5, 11, 12]. Настоящая статья продолжает се-
рию работ [6, 7, 9] по построению дискретных моделей сплошной среды, 
распространяя дискретный подход на случай решения задач теории упру-
гости в трехмерной постановке. 

Определение упругих характеристик дискретной модели. В качестве 
структурного элемента предлагаемой дискретной модели предлагается 
использовать прямоуголный параллелепипед, в углах которого находятся 
точечные массы, соединенные упругими связями (рис. 1). Для нагляднос-
ти на приведенном рисунке часть упругих связей изображена пунктиром. 

 
 

Рис. 1 – Дискретная модель сплошной среды 

Выразим жесткостные характеристики дискретной модели через упру-
гие характеристики моделируемого сплошного континуума, модуль упру-
гости E  и коэффициент Пуассона  . Для этого сравним уравнения, опи-
сывающие напряженно-деформированное состояние сплошной среды, с 
аналогами этих уравнений для дискретной модели. 

Соотношения линейно-упругого закона в пространственном случае 
имеют вид [3]: 
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Составим аналоги уравнений (1) для дискретной модели. Для этого 
рассмотрим отдельно состояния растяжения-сжатия и сдвига. 

Растяжение – сжатие. Пусть на гранях элемента заданы равномерно-
распределенные нормальные напряжения x , y , z . Заменим рас-
пределенную внешнюю нагрузку на сосредоточенные силы, приложенные 
в углах параллелепипедного дискретного элемента: 

 zyxx hhT 
4
1

 ,    zxyy hhT 
4
1

 ,    yxzz hhT 
4
1

 . (2) 

Рассмотрим реакции стержней, направленных вдоль соответствующих 
осей координат: xR , yR , zR , и диагональных стержней, расположенных 
на боковых гранях элемента и наклоненных к осям координат под углами 

xy , yz , zx : xyR , yzR , zxR . Для любого из узлов справедливы урав-
нения равновесия: 

cos sin 0x x xy xy zx zxR T R R        ; 

  cos sin 0y y yz yz xy xyR T R R        ; (3) 

cos sin 0z z zx zx yz yzR T R R        , 
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Рассмотрим также перемещения узлов (рис. 2). 
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Рис. 2 – Перемещения узлов при деформации растяжения-сжатия 

Абсолютные деформации стержней будут равны: 

ux 2 ,      yzyzyz wv  sincos2  ; 

  vy 2 ,      zxzxzx uw  sincos2  ; (4) 

wz 2 ,      xyxyxy vu  sincos2  . 

Обозначим жесткости стержней, направленных вдоль осей координат, 
через xC , yC , zC , а диагональных стержней – через 

xyD , 
yzD , 

zxD , где 
верхний индекс “ ”, по аналогии с плоским случаем [7], указывает на то, 
что эти жесткости справедливы для случая растяжения-сжатия дискрет-
ного элемента. В результате для жесткостей будем иметь: 

uCCR xxxx 2 ;   yzyzyzyzyzyz wvDDR  sincos2  ; 

  vCCR yyyy 2 ;   zxzxzxzxzxzx uwDDR  sincos2  ; (5) 

wCCR zzzz 2 ;   xyxyxyxyxyxy vuDDR  sincos2  . 

Используя общепринятый для теории упругости переход от локальных 
параметров, описывающих деформирование сплошной среды, к глобаль-
ным, описывающим деформирование дискретного элемента [2]: 
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и подставляя (2), (5) и (6) в (3), будем иметь: 
 

   xzxzxxyxyx
zy

x
x DDC

hh
h

  22 sincos
4

 

    zzxzx
y

yxyxy
z

D
h

D
h

  2sin22sin2
 ; 

   yxyxyyzyzy
xz

y
y DDC

hh

h
  22 sincos

4
 

    xxyxy
z

zyzyz
x

D
h

D
h

  2sin22sin2
 ; 

   zyzyzzxzxz
yx

z
z DDC

hh
h

  22 sincos
4

 

    yyzyz
x

xzxzx
y

D
h

D
h

  2sin22sin2
 . 

 

Сопоставляя полученные выражения с соотношениями теории упру-
гости (1), получаем систему уравнений относительно неизвестных жесткос-
тей xC , yC , zC , 

xyD , 
yzD , 

zxD , в результате решения которой находим: 
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Сдвиг. Рассмотрим состояние чистого сдвига в плоскости yOz (рис. 4). 
Соответствующая модель представлена на рисунке 3. В этом случае ка-
сательная нагрузка заменяется на следующие сосредоточенные силы: 

 xyyzy hhQ 
4
1

 ;    xzyzz hhQ 
4
1

 . (8) 
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В вертикальных и горизонтальных стержнях реакции не возникают; в 
диагональных стержнях, расположенных в плоскости xOz, реакции проти-
воположны по знаку. Для любого из узлов справедливо единственное 
уравнение равновесия: 

 yzzyzyyz QQR  sincos  . (9) 

 

 
 

Рис. 3 – Реакции стержней при сдвиге 

Рассмотрим перемещения узлов (рис. 4). Деформации диагональных 
стержней равны 

  yzyzyz wv  sincos2  . (10) 

Обозначим жесткости этих стержней через 
yzD , где верхний индекс 

«  », по аналогии с плоским случаем [7], указывает на то, что эти жестко-
сти справедливы в случае сдвиговой деформации дискретного элемента. 
Для соответствующих реакций имеем 

  yzyzyzyzyzyz wvDDR  sincos2  . (11) 

Вследствие перемещений v  вертикальный стержень поворачивается 
на угол 

 
zh
v2

1  . (12) 
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Рис. 4 – Перемещения узлов при сдвиговой деформации в плоскости yOz 

Перемещения w  обуславливают поворот горизонтального стержня на угол 

 2 2 yw h  . (13) 

Подставляя (12) и (13) в (11) и результат, совместно с (8), в (9), получаем 
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Сопоставление полученного выражения с соответствующим соотно-
шением из (1) приводит к уравнению относительно жесткости 

yzD , в ре-
зультате решения которого получаем 
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D

4

22 
 . (15) 

Аналогично, рассматривая деформацию чистого сдвига в двух других 
плоскостях, можно получить выражения для жесткостей 

xyD , 
zxD : 
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 . 

Сравнивая полученные выражения для жесткостей с (7) видим, что, 
так же, как и в плоском случае, при данном способе моделирования жест-
кости диагональных стержней зависят от вида деформации элемента. То 
есть указанные стержни следует воспринимать не как физические конст-
рукции, а как математические модели, отражающие взаимодействия в 
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прямоугольном элементе. Жесткости с индексом « » отражают эффект 
Пуассона – сжатие элемента в поперечных направлениях при его растя-
жении в продольном направлении. Жесткости с индексом «  » отвечают 
за сдвиг. Различие жесткостей диагональных стержней диагональной мо-
дели обусловлено тем, что эти жесткости отвечают за явления, имеющие 
различную физическую природу. 

Анализ полученных результатов. Сравним результаты решения за-
дач на растяжение-сжатие вдоль одной из осей и сдвиг в одной из плос-
костей, полученные с помощью теории упругости и построенной дискрет-
ной модели. При решении задач с помощью дискретной модели предла-
гается использовать протестированный и хорошо себя зарекомендовав-
ший как в плоском, так и в пространственном случае, метод последова-
тельных перемещений [8]. 

На рис. 5 и 6 тонкой линией изображены контуры деформированного 
элемента сплошной среды, полученные на основе решения системы урав-
нений (11), кружками – положения угловых точек, найденные с помощью 
дискретной модели. Положения вершин в приведенных случаях совпадают. 

      
 

Рис. 5 – Деформация растяжения-сжатия Рис. 6 – Сдвиговая деформация 

Выводы. Разработана дискретная модель сплошной среды для ре-
шения пространственных статических задач теории упругости. Предло-
женная модель в случае классических задач растяжения – сжатия и сдви-
га дает результаты, идеально согласующиеся с теорией упругости. Пред-
лагаемый для решения задач метод последовательных перемещений 
допускает также решение задач в геометрически нелинейной постановке. 
В то же время, проводя аналогию с плоским случаем, можно ожидать, что 
решение задач на изгиб и кручение внесет корректировки в предлагае-
мую модель, что и будет целью дальнейших исследований в направле-
нии построения дискретных моделей упруих сред.  
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О. Д. Шамровський, д-р техн. наук, Ю. О. Лимаренко, канд. техн. наук 
 

ДИСКРЕТНІ МОДЕЛІ ДЛЯ ПРОСТОРОВИХ СТАТИЧНИХ ЗАДАЧ  
ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 

 

В роботі запропоновано дискретну модель суцільного середовища. При 
розв’язані за допомогою цієї моделі задач на розтяг – стиск та зсув отримані 
результати ідеально узгоджуються з теорією пружності. Розв’язання задач на згин та 
кручення передбачає подальше корегування дискретної моделі. Запропонований 
для розв’язання задач метод послідовних переміщень дозволяє розв’язувати 
задачі в геометрично нелінійній постановці. 

 

Ключові слова: дискретна модель, суцільне пружне середовище, розтяг – стиск, 
зсув, метод послідовних переміщень. 

A. D. Shamrovskii, Dr. Sci. (Tech.), Yu. A. Lymarenko, PhD (Tech.) 
 

DISCRETE MODELS FOR THREE-DIMENSIONAL  
ELASTICITY THEORY STATIC PROBLEMS 

 

The discrete model of solid medium is offered in the paper. When performing 
analyses of tension and shear problems the obtained results are ideally coordinated 
with the theory of elasticity. Solving problems of bend and torsion implies further 
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correction of the model. Proposed method of consequent displacements allows 
solving problems under geometrically nonlinear statement. 

 

Keywords: discrete model, elastic continuum, tension, shear, method of consequent 
displacements. 

 
Experience in solving mechanics problems using discrete models confirms 

the effectiveness of discrete modelling in the view of obtaining both qualitative 
and quantitative results [1, 2, 4, 5, 10-12]. This paper resumes the series of 
papers [6, 7, 9] regarding the construction of discrete models of elastic 
continuum. Discrete approach is applied to the solving the problems under 
three-dimensional statement. 

The rectangular parallelepiped is proposed to use as a structural element 
of the proposed discrete model. The point masses connected by elastic links 
are located in the corner of the parallelepiped. To express the stiffness param-
eters of the discrete model as the function of the elastic characteristics of the 
modeling solid continuum – Young's modulus E  and Poisson's ratio  , the 
comparison of the equations describing the stress strain state of the continuum 
[3] with analogues of these equations for the discrete model is carried out in 
the paper. The cases of the tension-compression and shear deformation are 
considered separately.  

By comparing the obtained expressions for the stiffness of diagonal links 
for tension-compression and shear deformations, it will be noticed that just as 
in the plane case [7] under this method of modeling the stiffnesses of the diag-
onal links depend on the type of element deformation. That is, these links 
should not be viewed as the physical structure but as a mathematical model of 
interactions in a discrete element. 

Thus, the discrete model of solid medium for a three-dimensional elasticity 
theory static problems is developed. When performing analyses of tension 
and shear problems the results obtained with the help of discrete model are 
ideally coordinated with the theory of elasticity. The proposed method of con-
sequent displacements [8] allows solving problems under geometrically 
nonlinear statement. 
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