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У рамках тривимірних рівнянь лінеаризованої теорії пружності при 
скінченних деформаціях для твердого тіла та тривимірних лінеаризованих 
рівнянь Нав'є – Стокса для в'язкої рідини досліджується поширення акустичних 
хвиль у попередньо деформованому стисливому пружному шарі, що взаємодіє 
з шаром в'язкої стисливої рідини. Застосовуються постановка задачі та підхід, 
які базуються на використанні представлень загальних розв'язків 
лінеаризованих рівнянь для пружного та рідкого шарів. Вивчається вплив 
початкових напружень та в'язкої рідини на частотний спектр хвиль 
у гідропружній системі. 
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Вступ. Хвилі, що поширюються вздовж границі контакту пружного ша-

ру та шару рідини, належать до числа узагальнень ґрунтовно дослідже-
них основних типів акустичних хвиль: Релея, Лява, Стоунлі та Лемба. 
Огляд робіт і аналіз результатів, отриманих у рамках класичної теорії 
пружності та моделі ідеальної рідини, наведено в [2]. Разом з тим, знач-
не практичне використання поверхневих хвиль вимагає врахування 
властивостей, які притаманні реальним середовищам. До числа таких 
факторів належать початкові напруження твердого тіла та в'язкість рі-
дини. Задачі, які розглянуто, та результати, що отримані з урахуванням 
у тілах початкових напружень та в'язкості рідини, наведено в [10, 15]. 
Дане повідомлення присвячене дослідженню в рамках тривимірних рів-
нянь лінеаризованої теорії пружності при скінченних деформаціях для 
твердого тіла та лінеаризованих рівнянь Нав'є – Стокса для в'язкого 
рідкого середовища впливу початкових напружень на швидкості та кое-
фіцієнти згасання акустичних хвиль у попередньо деформованому сти-
сливому пружному шарі, що взаємодіє з шаром в'язкої стисливої рідини. 

Математична модель. Будемо розглядати такі динамічні процеси 
у гідропружній системі, при яких додаткові деформації, тобто збурення 
деформацій, що виникають, значно менше початкових. Досліджуються 
гармонічні хвильові процеси малої амплітуди в пружних тілах, які знахо-
дяться в початкову стані. Зауважимо, що на відміну від пружних тіл, 
співвідношення яких записані в лагранжевих координатах, рівності для 
рідкого середовища записуються в ейлерових координатах, які введені 
у природньому стані рідини. Варто підкреслити, що початковий стан 
пружного тіла при розгляді гідропружної задачі є природнім станом 
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по відношенню до рідини та системи в цілому. Оскільки надалі дослі-
джується розповсюдження малих збурень, то, як відомо, в цьому випад-
ку підходи Ейлера та Лагранжа в описі поведінки середовищ співпада-
ють. Тому надалі не робляться відмінності між лагранжевими та ейле-
ровими координатами і характерні для нелінійних задач труднощі при 
запису граничних умов при вказаних різних підходах не виникають. 

Далі припустимо, що ізотропне нелінійно-пружне тверде тіло, пруж-
ний потенціал якого є довільною двічі неперервно-диференційованою 
функцією компонент тензора деформацій Гріна, заповнює об’єм: 

 1z , 022  zh ,  3z  та контактує з шаром в'язкої сти-
сливої рідини, що займає об’єм:  1z , 120 hz  ,  3z . 
Будемо вважати, що зовнішні сили, які діють на зазначені середовища, 
розподілені рівномірно вздовж осі 3oz . У цьому випадку у всіх площи-
нах, паралельних площині 21zoz , явища будуть відбуватися тотожнім 
чином. Тому задача буде плоскою і можна обмежитися вивченням про-
цесу поширення хвиль у площині 21zoz . 

Скористаємося постановками задач гідропружності для тіл з початко-
вими напруженнями та в'язкої рідини, а також представленнями загаль-
них розв’язків, запропонованими в [3 – 6,  11 – 13]. У подальшому дослід-
жуються хвильові процеси у попередньо деформованих стисливих пруж-
них тілах, що взаємодіють з рідиною, початковий стан яких є однорідним.  

Для плоского випадку, який розглядається, загальні розв’язки будуть 
мати вигляд [3 – 6, 11 – 13]: 
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де введені функції i  задовольняють рівнянням: 
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Дана задача характеризується наступними граничними умовами  
- динамічними: 
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- кінематичними: 
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де іu  – компоненти вектору переміщень пружного тіла; і  – подовження 
пружного шару в напрямках координатних осей; ija  та ij  – величини, 
які визначаються з рівнянь стану та залежать від виду пружного потен-
ціалу [8]; 0

ii  – початкові напруження ( 0 0 2
1 2 3іі ii is      );   – щільність 

матеріалу пружного шару; іv  – компоненти вектору швидкості рідини; 
*  та *  – кінематичний та динамічний коефіцієнти в'язкості рідини; 0  

та 0a  – щільність та швидкість звуку в рідині у стані спокою; 1h  – тов-

щина шару в'язкої рідини; 2h  – товщина пружного шару; iQ~  та iP~  – 
складові напружень у пружному тілі та рідині. 

Далі параметри, що характеризують процес поширення хвиль, роз-
шукуються у класі біжучих хвиль, які обираються у вигляді 

 

     2 1exp , 1, 2,j jX z i kz t j       (7) 
 

де k   ik     – хвильове число;   – коефіцієнт згасання хвилі;   – 

кругова частота; 12 i . 
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Зауважимо, що обраний в роботі клас гармонічних хвиль, який 
є найбільш простим та зручним у теоретичних дослідженнях, не обме-
жує загальності отриманих результатів, оскільки лінійна хвиля довільної 
форми, як відомо, може бути представлена набором гармонічних  
складових. Далі розглядаються дві задачі Штурма – Ліувілля на власні 
значення для рівнянь руху пружного тіла та рідини. Розв'язуючи їх, зна-
ходяться відповідні власні функції. Після підстановки розв’язків у грани-
чні умови (5), (6) отримуємо систему лінійних однорідних алгебраїчних  
рівнянь відносно сталих інтегрування. Виходячи з умови існування не-
тривіального розв’язку, та, прирівнюючи визначник системи до нуля, 
отримуємо дисперсійне рівняння  

 

   0 *
0 0 1 2det , , , , , , , , / , / 0, , 1,8,lm ij ij ii s se c a s а h c h c l m         (8) 

 

де с – фазова швидкість хвиль у гідропружній системі; 2( )s sc c    – 
швидкість хвилі зсуву у матеріалі пружного тіла;   – модуль зсуву 
матеріалу пружного шару;   – коефіцієнт згасання мод. 

Зауважимо також, що особливість розповсюдження збурень у гідро-
пружному хвилеводі зазначеної структури обумовлена наявністю в пруж-
ному тілі та рідині граничних поверхонь. Це значно ускладнює картину 
хвильового поля у ньому. Причиною цього є те, що у формуванні поля 
в гідропружній системі суттєву роль відіграють не тільки наявність ріди-
ни, а також взаємодія хвиль з поверхнею пружного тіла, що контактує з 
рідким середовищем, але і наявність вільних границь та їх взаємовплив. 
Складна взаємодія хвиль з граничними поверхнями призводить до ви-
никнення, так званих, квазіповерхневих мод. 

Відмітимо, що отримане дисперсійне рівняння (8) не залежить від 
форми пружного потенціалу. Воно є найбільш загальним, і з нього мож-
на отримати ряд частинних випадків. Зокрема, якщо 0a  спрямувати до 
нескінченості, то (8) переходить у рівняння для визначення параметрів 
мод у випадку взаємодії з в'язкою нестисливою рідиною. Якщо * покла-
сти рівним нулю, то з (8) отримаємо результати для гідропружної систе-
ми з ідеальною рідиною [9, 10]. При 00   рівність (8) перейде в рів-
няння для визначення швидкостей хвиль Лемба [7]. Якщо додатково спря-
мувати 2h  до нескінченності, отримаємо співвідношення для визначення 
швидкостей поверхневих хвиль Релея [1]. При 0 0   та 1h   рів-
ність перейде у рівняння Стоунлі [9]. Задачі, які було розглянуто в рам-
ках цієї моделі, наведено в [10]. Якщо покласти ,ii 00   то отримаємо 
рівності для добре досліджених в рамках класичної теорії пружності 
хвиль Релея, Стоунлі – Шольте та Лемба [2]. 

Аналіз чисельних результатів. У подальшому дисперсійне рівняння 
(8) розв’язувалося чисельно. При цьому числові розрахунки проводилися 
для системи оргскло – вода, яка характеризувалася наступними пара-
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метрами: пружний шар – 1160 ,мкг 3  910861  , ,Па  шар рідини – 

10000  ,мкг 3  514590 ,a  ,см  ,,caa s 152595100   .,* 0010  
Зауважимо, що рівняння (8) виведено без будь-яких додаткових вимог 

до виду функції пружного потенціалу, тому воно має місце для пружних 
потенціалів довільної форми. При чисельній реалізації питання щодо 
вибору конкретної форми пружного потенціалу має самостійне й важливе 
значення і суттєвим чином може вплинути на кінцевий результат. Як 
показано у [8], для попередньо напружених стисливих жорстких матері-
алів (сталь, оргскло) закономірності, які спостерігаються експеримента-
льно, можуть бути правильно описані теоретично лише у рамках триін-
варіантних пружних потенціалів. У зв’язку з цим, у даній роботі для орг-
скла використовувався найпростіший триінваріантний потенціал у формі 
Мурнагана [8]. З урахуванням цього сталі Мурнагана для оргскла, через 
які визначаються величини рівнянь стану ija  та ij , обиралися такими 

[7, 8]: 93,91 10a Па   , 97,02 10b Па   , 91,41 10 .c Па    
Крім того, як відомо, оргскло відноситься до розряду жорстких мате-

ріалів, які не руйнуючись, не допускають великих деформацій. Тому,  
хоча дисперсійне рівняння (8) є найбільш загальним і отримано для тіл, 
які піддані скінченним деформаціям, при розгляді конкретного прикладу та 
чисельного розв'язання рівняння (8) коефіцієнти рівнянь стану ija  та ij  
визначалися у рамках лінійного акустичного наближення [8]. 

Результати обчислень представлені на рис. 1 – 6.  
На рис. 1 для пружного шару, який не взаємодіє з рідиною, наведено 

залежності безрозмірних величин фазових швидкостей мод Лемба c  
( scсc  ) від безрозмірної величини товщини пружного шару (частоти) 

2h  ( schh 22  ) при відсутності початкових деформацій. Номерами аn  
позначено антисиметричні моди, а sn   – відповідно симетричні моди. На 
цьому рисунку для наочності штриховою лінією позначена асимптотика, 
до якої прямують фазові швидкості першої та другої мод при зростанні 
товщини пружного шару. 

На рис. 2 представлені дисперсійні криві для гідропружного хвилево-
ду, які показують залежності безрозмірних величин фазових швидкостей 
мод c  від безрозмірної величини товщини пружного шару 2h  для шару 

рідини з товщиною 1h  ( schh 11  ), рівною 2, також при відсутності по-
чаткових деформацій. Штриховими лініями позначені асимптотики. 

На рис. 3 представлені графіки для гідропружного хвилеводу, які по-
казують залежності безрозмірних величин коефіцієнтів згасання мод  
  ( ss k,k   – хвильове число хвилі зсуву в матеріалі пружного шару) 

від безрозмірної товщини пружного шару 2h  для рідкого шару з товщи-

ною 1h , рівною 2, і 0010,*   при відсутності початкових деформацій. 
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Рис. 1 – Залежності безрозмірних величин фазових швидкостей  

нормальних мод Лемба від безрозмірної величини товщини  
пружного шару за відсутності початкових напружень 

 
Рис. 2 – Залежності безрозмірних величин фазових швидкостей мод 

від безрозмірної величини товщини пружного шару  
за відсутності початкових напружень 

Характер впливу попереднього розтягу ( 00400
11 , ) на швидкості 

мод у пружному шарі, який взаємодіє з шаром в'язкої рідини, ілюструють 
графіки на рис.  4, де представлені залежності відносних змін величин 
фазових швидкостей с  (   cссс   , с  – фазова швидкість мод у 
гідропружній системі при попередньо напруженому шарі, с – фазова 
швидкість мод у гідропружній системі при відсутності початкових дефо-
рмацій) від безрозмірної товщини пружного шару 2h  для перших 10 
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мод. На цьому рисунку представлені дисперсійні криві для гідропружно-
го хвилеводу, товщина шару рідини якого 1h  дорівнює 2 та 0010,*  . 

 
Рис. 3 – Залежності безрозмірних величин коефіцієнтів згасання мод 

від безрозмірної величини товщини пружного шару  
за відсутності початкових напружень 

 
Рис. 4 – Залежності відносних змін величин фазових швидкостей мод 

від безрозмірної величини товщини пружного шару  
при дії початкового розтягу 

Особливості впливу попереднього розтягу ( 00400
11 , ) на коефіцієнти 

згасання мод в пружному шарі, взаємодіючому з шаром в'язкої стисли-
вої рідини, ілюструють графіки на рис. 5 і 6, на яких представлені  
залежності відносних змін величин коефіцієнтів згасання мод  
  (   ,    де   – коефіцієнти згасання мод в гідропружній 
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системі, пружний шар якої підданий початковим деформаціям,   – ко-
ефіцієнти згасання мод в гідропружній системі при відсутності початко-
вих напружень) від безрозмірної величини товщини пружного шару 2h . 
На рис. 5, 6 представлені дисперсійні криві для гідропружних хвилеводу, 
товщина рідкого шару якого дорівнює 2 та 0010,*  . 

 

 
Рис. 5 – Залежності відносних змін величин коефіцієнтів згасання 

мод 1–6 від безрозмірної величини товщини пружного 
шару при дії початкового розтягу 

 
Рис. 6 – Залежності відносних змін величин коефіцієнтів згасання 

мод 7–10 від безрозмірної величини товщини пружного 
шару при дії початкового розтягу 
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З графіків, наведених на рис. 1, випливає, що швидкість нульової  
антисиметричної моди Лемба при зростанні товщини пружного шару 2h  
прямує до швидкості хвилі Релея Rc  ( 93355960,сcc sRR  ) знизу, а 
швидкість нульової симетричної моди прямує до швидкості хвилі Релея 

Rc  ( 93355960,cR  ) зверху. Швидкості усіх вищих мод при збільшенні 
товщини пружного шару прямують до швидкості хвилі зсуву в матеріалі 
пружного тіла sc  [7]. 

Графіки для гідропружньої системи, які наведені на рис. 2, показу-
ють, що при зростанні товщини пружного шару швидкість першої моди 
прямує до швидкості хвилі Стоунлі stc  ( 7749740,сcc sstst  ) знизу, а 
швидкість другої моди – до швидкості хвилі Релея Rc  ( 9335580,cR  ) 
зверху. Зауважимо, що квазіповерхнева мода 1 при обраних механічних 
параметрах системи ( 933558015259510 ,c,a R  ), поширюючись уз-
довж границі контакту середовищ, локалізується, переважно, в припо-
верхневій області пружного тіла [2]. Квазірелеївська мода 2 поширюєть-
ся уздовж вільної поверхні пружного шару. Фазові швидкості всіх насту-
пних мод вищого порядку прямують до швидкості хвилі зсуву в матеріа-
лі пружного тіла sc . При цьому з ростом товщини вони локалізуються в 
товщі пружного шару [2]. 

З графічного матеріалу, представленого на рис. 3, безпосередньо 
випливає, що для всіх мод існують пружні шари певної товщини, при 
яких моди поширюються як з найменшим, так і з найбільшим згасанням. 
З ростом товщини пружного шару для квазілембовських мод (крім пер-
шої) характерно зменшення їх величин коефіцієнтів згасання і загально-
го впливу в'язкої рідини на них. 

З графіків, наведених на рис. 4, випливає, що початкове розтягнення 
пружного шару ( 00400

11 , ) призводить до підвищення фазових швид-
костей мод 1 та 2. Швидкості всіх вищих мод 3 – 10 в околі товщини 
пружних шарів, при яких вони зароджуються, стають менше відповідних 
швидкостей в шарі без початкових напружень. Неважко бачити, що для 
мод, починаючи з третьої, і далі для всіх наступних існують пружні шари 
певних товщин, при яких попередні деформації не впливають на їх фазові 
швидкості. У розглянутому випадку гідропружньої системи з тонким рід-
ким шаром для мод 3 та 4 існує по одній такій товщині, а для кожної на-
ступної моди високого порядку – пружні шари трьох таких товщини. 

З графіків, наведених на рис. 5 і 6, випливає, що для мод, починаючи з 
другої і далі для всіх наступних, існують товщини пружного шару, при яких 
попереднє розтягнення ( 00400

11 , ) не впливає на їх коефіцієнти згасання. 

Висновки. У рамках тривимірних рівнянь лінеаризованої теорії пруж-
ності скінченних деформацій для твердого тіла та тривимірних лінеари-
зованих рівнянь Нав'є – Стокса для в'язкої рідини дано постановку за-
дачі про поширення нормальних квазілембовських хвиль у попередньо 
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деформованому стисливому пружному шарі, що взаємодіє з шаром в'я-
зкої стисливої рідини. Проаналізовано вплив товщини шару рідини та 
початкової деформації пружного шару на фазові швидкості та коефіціє-
нти згасання мод. Наведені дисперсійні криві для мод у широкому діа-
пазоні частот. Показано, що зменшення впливу в'язкості рідини на фа-
зові швидкості та коефіцієнти згасання мод вищого порядку зі зростан-
ням товщини пружного шару в короткохвильовій частині спектру пов'я-
зано з їх локалізаційними властивостями. Встановлено, що у гідропруж-
них хвилеводах попереднє деформування (розтягування) викликає змі-
ну критичних частот і зміщення дисперсійних кривих в довгохвильову 
частину спектру, що призводить до появи для ряду квазілембовських 
мод пружних шарів певних товщин, при яких початкові напруження не 
впливають на величини їх фазових швидкостей та коефіцієнтів згасан-
ня. Показано, що в разі тонкого шару в'язкої стисливої рідини моди 3 та 
4, які були породжені рідиною, мають одну таку частоту. Встановлено, 
що для всіх квазілембовських мод, починаючи з п'ятої, існують три такі 
частоти. Показано, що вплив початкових деформацій на величини фа-
зових швидкостей всіх мод зменшується зі збільшенням товщини шару 
рідини. Встановлено також, що для деяких діапазонів частот попередній 
розтяг пружного шару може призводити як до збільшення, так і до зме-
ншення фазових швидкостей, а також коефіцієнтів згасання хвиль. 
Встановлено, що початковий розтяг пружного шару призводить до збі-
льшення фазових швидкостей першої та другої мод. Швидкості всіх вищих 
мод, які були згенеровані шаром рідини в околі частот їх зародження, 
менше, ніж швидкості відповідних мод у шарі без початкових напружень.  

Розвинутий підхід та отримані результати дозволяють для хвилевих 
процесів вказати межі застосування моделей, заснованих на різних ва-
ріантах теорії малих початкових деформацій, класичній теорії пружності, 
а також моделі ідеальної рідини. Встановлені закономірності можуть бути 
використані в ультразвукових неруйнівних методах визначення напру-
жень у матеріалах та елементах конструкцій [14], а також у таких облас-
тях, як сейсмологія, сейсморозвідка, акустоелектроніка та інших [8]. 

Публікація містить результати досліджень, проведених за грантової підтримки 
Державного фонду фундаментальних досліджень за конкурсним проектом Ф71/80-2016.  
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ ВОЛН  
В ПРЕДВАРИТЕЛЬНО НАПРЯЖЕННОМ СЖИМАЕМОМ  

УПРУГОМ СЛОЕ, ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩЕМ  
СО СЛОЕМ ВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

 

В рамках трехмерных уравнений линеаризованной теории упругости 
конечных деформаций для твердого тела и трехмерных линеаризованных 
уравнений Навье – Стокса для вязкой жидкости исследуется распространение 
акустических волн в предварительно деформированном сжимаемом упругом 
слое, взаимодействующем со слоем вязкой сжимаемой жидкости. Применяются 
постановка задачи и подход, основанные на использовании представлений 
общих решений линеаризованных уравнений для упругого и жидкого слоев. 
Изучается влияние начальных напряжений и вязкой жидкости на частотный 
спектр волн в гидроупругой системе.  

Ключевые слова: упругий сжимаемый слой, слой вязкой сжимаемой жидкости, 
начальные напряжения, нормальные волны. 

 
O. M. Bahno, Dr. Sci. (Phys.-Math.) 

 

PROPAGATION OF NORMAL WAVES IN A PRE-STRESSED  
COMPRESSIBLE ELASTIC LAYER THAT INTERACTS  

WITH A LAYER OF A VISCOUS COMPRESSIBLE FLUID  
 

Within the framework of the three-dimensional equations of the linearized 
elasticity theory finite deformations for the solid body and three-dimensional 
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linearized Navier – Stokes equations for a viscous fluid of propagation of acoustic 
waves in a pre-deformed compressible elastic layer, that interacts with a layer of 
viscous compressible fluid, is investigated. The problem formulation and the 
approach, based on the utilization of representations general solutions of the 
linearized equations for elastic and fluid layers are applied. An effect of initial 
stresses and viscous fluid on frequency spectrum of waves in hydroelastic system 
is examined.  

Keywords: elastic compressible layer, layer of viscous compressible fluid, initial 
stresses, normal waves. 

 
The problem of acoustic wave propagation in pre-strained compressible 

elastic layer that interacts with a layer of viscous compressible fluid is con-
sidered. The study is conducted on the basis of the three-dimensional linear-
ized equations of elasticity theory finite deformations for the solid layer and 
on the basis of the three-dimensional linearized Navier–Stokes equations for 
viscous compressible fluid [3 – 6, 11 – 13]. The problem formulation and the 
approach, based on the utilization of representations general solutions of the 
linearized equations for elastic and fluid layers are applied [3 – 6, 11 – 13]. A 
dispersion equation which describes the propagation of harmonic waves in 
hydroelastic system over a wide frequency range is obtained.  

The characteristic equation is solved numerically and dispersion curves 
are built for a wide range of frequencies in the case of a thin liquid layer. The 
dependencies of phase velocities of normal Lamb modes on the thickness of 
the elastic layer in the absence of interaction with the fluid are given [7]. For 
hydroelastic waveguide the phase velocities and attenuation coefficients of 
modes depending on the thickness elastic layer are presented. The depend-
encies of the relative change of the magnitudes of the phase velocities and 
attenuation coefficients of quasi-Lamb modes on the thickness elastic layer 
are given. The influence of the initial deformation as well as the thicknesses 
of the layers of the elastic body and fluid on the phase velocities and attenu-
ation coefficients is analyzed. It is shown that an effect of initial tension on 
phase velocities of all modes is decreased with increasing of layer thickness 
of fluid. It is found also that for certain frequency ranges initial tension of 
elastic layer can lead both to increasing and decreasing of phase velocities 
and attenuation coefficients of waves. It is determined that the initial tension 
of elastic layer leads to increase of phase velocity of the first and the second 
modes. Velocities of all higher modes, which were generated by a layer of 
fluid in the vicinity of frequency of their origin, are lesser than relevant veloci-
ties in layer without initial stresses. It is determined that for certain modes 
there exists certain thicknesses of elastic layers and certain frequencies, for 
which initial tension of elastic layer has no effect on their phase velocities 
and attenuation coefficients. It is shown that in the case of thin layer of vis-
cous compressible fluid the third and the fourth modes, which were generat-
ed by fluid, have one such frequency. It is found that for all modes starting 
from the fifth mode there are three such frequencies. The developed ap-
proach and obtained results make it possible to establish for the wave pro-
cesses the limits of applicability of models, based on different versions of 
theory of small initial deformations, as well as the model of ideal fluid. 
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