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Рассмотрены плоская и пространственная задача об устойчивости 
короткого волокна квадратного поперечного сечения в бесконечной матрице 
при продольном сжатии. Для решения задач применен статический метод 
трехмерной линеаризованной теории устойчивости в рамках модели кусочно-
однородной среды. Проведен сравнительный анализ критических деформаций 
волокна при различных значениях механических и геометрических 
характеристик волокна для плоской и пространственной задачи. 

Ключевые слова: кусочно-однородная модель, трехмерная линеаризированная 
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Введение. Наиболее строгие и физически корректные результаты 
по теории устойчивости слоистых и волокнистых композитных материа-
лов при сжатии получены с привлечением основных соотношений 
трехмерной линеаризированной теории устойчивости деформируемых 
тел (например, [2]) и модели кусочно-однородной среды. Такой подход 
предложен впервые в [1]. В настоящее время исследования по трех-
мерной линеаризированной теории устойчивости слоистых и волокни-
стых композитных материалов в рамках подхода [1, 2] проводятся на 
основе модели бесконечно-длинных волокон (infinite fibers) и модели 
волокон конечных размеров (short fibers). Сравнительный анализ ре-
зультатов, которые получены с привлечением вышеуказанных двух 
моделей, представлен в [3, 4]. Принципиальным является используе-
мое в указанных работах допущение о том, что при исследовании поте-
ри устойчивости во внутренней структуре (внутренней неустойчивости) 
композита однонаправленный волокнистый композит можно моделиро-
вать плоской задачей для слоистого композита. Справедливость такого 
допущения может быть обоснована путем сравнительного анализа ре-
зультатов решения плоских и пространственных задач устойчивости. 

В настоящей работе в рамках подхода [1, 2] решена плоская и про-
странственная задача устойчивости изолированного волокна в беско-
нечной матрице при сжатии. Для решения задач устойчивости приме-
нен второй вариант теории малых докритических деформаций [2], когда 
докритическое состояние определяется по геометрически линейной 
теории. Такой подход считается приемлемым для сравнительно жест-
ких композитных материалов, которые разрушаются при сравнительно 
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малых деформациях. Наполнитель и связующее моделируются линей-
но упругими изотропными телами. 

Сложность получения аналитических решений для задач указанно-
го класса предполагает использование современных численных мето-
дов. В данной работе для численного решения рассматриваемых задач 
используется метод сеток на основе модифицированного вариационно-
разностного подхода [5]. Этот подход к решению задач определения 
устойчивости композитов слоистой и волокнистой структуры при неод-
нородных докритических состояниях развит в [6 – 8]. 

Постановка задачи. Рассмотрим композитный материал, армиро-
ванный в продольном направлении волокнами конечных размеров при 
малой концентрации наполнителя. При выполнении этого условия взаи-
модействием волокон можно пренебречь. Проведем исследование 
внутренней потери устойчивости композита, которое не связано с влия-
нием граничных поверхностей, и полностью определяются только свой-
ствами материала. В связи с этим в декартовых координатах Ох1х2х3 
композитный материал моделируется бесконечной матрицей с одним ко-
ротким волокном квадратного поперечного сечения, направленным вдоль 
оси Ох1. «На бесконечности» композит нагружен в направлении Ох1 сжи-
мающей нагрузкой постоянной интенсивности Р (рис. 1, 2). Иссле-
дование устойчивости выполним с применением статического метода 
трехмерной линеаризированной теории устойчивости [2]. Следует от-
метить, что в рамках модели волокон конечных размеров приходим к 
задаче устойчивости волокнистых материалов с неоднородным докри-
тическим состоянием, которое определяется в результате решения 
соответствующей задачи о концентрации напряжений около волокон.  

Рассмотрим постановку пространственной задачи. Переход к пло-
ской задаче осуществляется очевидным образом. Соответствующие 
расчетные схемы для пространственной и плоской задачи представле-
ны на рис. 1 и рис. 2. Размеры расчетных областей определяются в 
результате вычислительного эксперимента и удовлетворяют условиям 
затухания возмущений «на бесконечности». Композитный материал 
моделируем кусочно-однородной средой, когда материал в пределах 
компонента композита считается однородным и выполняются контакт-
ные условия на границе компонентов. Компоненты композита будем 
считать изотропными и линейно упругими. 

Для модели волокон конечных размеров при анализе внутренней 
потери устойчивости вводится следующая величина 

 x
aкрaкр

1111    при 0x .   (1) 

Величина (1) соответствует критическому значению укорочения во-
локна вдоль оси Ох1 в средней точке 0x  и характеризует только кри-
тическое значение укорочения вдоль оси Ох1 для волокна и не характе-
ризует критическое значение укорочения вдоль оси Ох1 для матрицы, 
которое может достигать других значений. 
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Рис. 1 – Расчетная область и условия нагружения композита  

для пространственной задачи 

 
Рис. 2 – Расчетная область и условия нагружения композита  

для плоской задачи 
 

Исследование докритического состояния выполняется в рамках клас-
сической линейной теории упругости изотропного тела, для которой урав-
нения равновесия и соотношения упругости запишем в следующем виде: 
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В случае плоской задачи индексы в (2), (3) и выражениях, приведен-
ных ниже, изменяются от 1 до 2. 

P

2x

2l

l

1l

1x

P

m



30 

Для перехода в выражениях (2), (3) к матрице и наполнителю необ-
ходимо все величины обозначить соответствующими индексами «m» и 
«a». Поскольку для матрицы в соответствии с расчетными схемами, 
представленными на рис. 1 и рис. 2, исследование выполняется для 
бесконечной области, то напряжения и перемещения в матрице удобно 
представить в виде суммы 

  
m

ijij
m

ij
100    ;    

m
jj

m
j uuu 100   , (4) 

где 
ij  и 

ju  соответствуют внешней нагрузке P , заданной для мат-

рицы «на бесконечности»; 
m

ij
10  и 

m
ju10  – возмущениям напряженно-

деформированного состояния, обусловленным наличием волокна ко-
нечного размера.  

Отметим, что величины с индексами «∞» и «1» также определяются 
соотношениями (3). Величины 

ij  и 
ju  в соответствии с расчетной 

схемой на рис. 1 определяются следующими выражениями для про-
странственной задачи: 

P
11 ;   022 

 ;   033 
 ;   012 

 ;   013 
 ;   023 

 ; 

 111 xAu  ;   222 xAu  ;   333 xAu  , (5) 

где величины 1A , 2A , 3A  определяются из первого выражения (3) с 
учетом первых шести выражений (5).  

В случае плоской задачи имеют место следующие соотношения: 

  P
11 ;   022 

 ;   012 
 ;   111 xAu  ;   222 xAu  , (6) 

где величины 1A  и 2A  определяются из первого выражения (3) с уче-
том первых трех выражений (6).  

Таким образом, для матрицы получаем выражения (3) с величинами 
m

ij
10 , 

m
ij
10 , 

m
ju10 , m , m  и для волокна – с величинами 

a
ij
0 , 

a
ij
0 , 

a
ju 0 , a , a . Следовательно, исследование докритического состояния 

проводится с применением вышеуказанных величин и основных соот-
ношений (2), (3). 

Полная формулировка задач также включает условия непрерывно-
сти векторов напряжений и перемещений на границах раздела, которые 
для расчетной схемы на рис. 1 представим в следующем виде: 
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при 21 lx   и 22 mx  ,   23 mx  ;  (7) 

a
j

m
j

0
2

10
2   ,   

a
j

m
jj uuu 010   

при 22 mx   и 21 lx  ,   23 mx  ; (8) 

a
j

m
j

0
3

10
3   , 

a
j

m
jj uuu 010   

при 23 mx   и 21 lx  , 22 mx  . (9) 

Условия затухания напряжений и перемещений на «бесконечности» 
для матрицы будут следующими: 

  010 
m

ij  и 010 
m

ju  при  2
3

2
2

2
1 xxx . (10) 

Для расчетной схемы, представленной на рис. 2, имеют место со-
отношения (7), (8) при условии 3x , которое обеспечивает плоскую 

деформацию в плоскости 21xOx . Условия затухания примут следующий 
вид: 

  010 
m

ij  и 010 
m

ju  при  2
2

2
1 xx . (11) 

Вышеизложенная постановка задачи по определению докритическо-
го состояния соответствует общепринятому подходу при исследовании 
задач концентрации напряжений около отверстий и включений. 

После определения докритического состояния исследование задачи 
устойчивости будем проводить в рамках второго варианта теории ма-
лых докритических деформаций [2] при моделировании матрицы и во-
локон линейно упругими изотропными телами, что согласовано с поста-
новкой задачи определения докритического состояния. Таким образом, 
имеют место основные соотношения:  

  0












 



 u

xx ij
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,   x ,   3,1,,, ji . (12) 

В этом случае компоненты несимметричного тензора напряжений 
для задачи устойчивости имеют вид 

  


 


 u
x

t ijij  . (13) 

Отметим, что выражения (12) и (13) записаны в общем виде для 
матрицы и наполнителя. При исследовании задачи устойчивости основ-
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ные соотношения (12) и (13) следует применять отдельно для матрицы, 

записав их применительно к величинам 
m

ij
1 , 

m
ij
1 , 

m
ju1 , 

m
ij
1
 , m , 

m . Также основные соотношения (12) и (13) следует отдельно приме-
нять для волокна, записавши их применительно к величинам  

a
ij , 

a
ij ,

a
ju , 

a
ij , a , a . Таким образом, имеют место следую-

щие выражения для матрицы 

  m
ijmjijimij

m
ij

01
   ; 

  
m

ii
m

i P 100
     (14) 

и для волокна 

    a
ijajijiaij

a
ij

0
   . (15) 

Полная формулировка задачи устойчивости с применением основ-
ных соотношений в виде (12) и (13) с учетом (14) для матрицы и (15) 
для волокна конечных размеров также включает условия непрерывно-
сти векторов напряжений и перемещений на границах раздела, которые 
для расчетной схемы на рис.1 представим в следующем виде: 

a
j

m
j tt 1

1
1  ,   

a
j

m
j uu 1  

  при 21 lx   и 22 mx  ,  23 mx  ;  (16) 

a
j
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1
2  ,   

a
j
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  при 22 mx   и 21 lx  ,  23 mx  ;  (17) 

a
j

m
j tt 3

1
3  ,   

a
j

m
j uu 1  

  при 23 mx   и 21 lx  , 22 mx  .  (18) 

Условия затухания возмущения перемещений «на бесконечности» 
для матрицы имеют вид 
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1 xxx . (19) 
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Для расчетной схемы, представленной на рис. 2, имеют место со-
отношения (16), (17) при условии 3x . Условия затухания примут 
следующий вид: 

  010 
m

ij  и  010 
m

ju ,  при  2
2

2
1 xx . (20) 

Сформулированная задача устойчивости в виде (12) – (20) включа-
ет уравнения (12), коэффициенты которых зависят от переменных ix , 
поскольку в силу обозначений (14) и (15) в эти коэффициенты входят 

величины 
m

i
10
  и 

a
i
0
 , которые определяются в результате решения 

соответствующей задачи о концентрации напряжений докритического 
состояния. 

Рассматривая расчетную область с начальными напряжениями 
0
ij  и поверхностной нагрузкой P , где   – монотонно возрастающий 

коэффициент пропорциональности, задачу устойчивости (12 – 20) сво-
дим к обобщенной задаче на собственные значения. Критическое зна-
чение параметра   является собственным значением задачи, а форма 
потери устойчивости u  – соответствующей собственной функцией. 
При этом критическая нагрузка определяется из выражения 

  Ppкр min , (21) 

где min  – минимальное по модулю собственное число задачи на 
собственные значения; P – интенсивность внешней нагрузки, прило-
женной на бесконечности к композитному материалу.  

При исследовании потери устойчивости волокна критическую де-
формацию будем определять соотношением 

  )2()1(11 Gpкр
кр   , (22) 

где G ,   – модуль сдвига и коэффициент Пуассона волокна. 
Постановка разностной задачи. Задачи (2) – (11), (12) – (22) ре-

шаем методом сеток с использованием концепции базовой схемы [5]. 
При таком подходе разностную схему для расчетной области строим в 
каждом сеточном узле как определенную сумму значений базовой схе-
мы, представляющей собой разностную схему, полученную вариацион-
но-разностным способом на шаблоне ячейки разностной сетки. 

При использовании численного подхода задача для исходной бес-
конечной модели композитного материала сводится к задаче для огра-
ниченной расчетной области. Размер этой области определяем в ре-
зультате вычислительного эксперимента, исходя из условия, что рас-
четные параметры принимают установившееся значение относительно 
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увеличения размеров расчетной области в направлении осей Oxi. Такими 
расчетными параметрами являются размер области неоднородного док-
ритического состояния в окрестности волокна и критические нагрузки. 

На рис. 2 для случая плоской задачи представлена расчетная об-
ласть, в которой введена неравномерная разностная сетка. В случае 
пространственной задачи процедура дискретизации расчетной области 
осуществляется аналогично. На прямоугольной неравномерной раз-
ностной сетке   , которая аппроксимирует область  , задачам  
(2) – (11), (12) – (20) ставим в соответствие разностные задачи вида: 

  ii ФA 0y , x ; (23) 

  yy ii BA  , x ; (24) 
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   . (25)  

В (23) – (25) переменные обозначаем так же, как соответствующие 
континуальные переменные, что, по-видимому, не должно привести к 
недоразумениям; y0, y – разностные аналоги перемещений для докри-
тического состояния и возмущения перемещений при потере устойчи-
вости; ij , ij  – разностные аналоги компонент напряжений, деформа-

ций; ia , ib  – компоненты базовых операторов a , b ; H  – площадь 
ячейки; ih  – шаг ячейки в направлении ix ; i,z  – разностная произ-

водная сеточной функции  ξz  в направлении ix , правая – при 0i ; 
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 21 ,ξ ii   – параметр узла ячейки; знак 
x
 – суммирование 

компонент базовой схемы по тем параметрам ξ , которые совпадают с 
сеточным узлом x ; ii   ; E – тождественный оператор; iy  – уча-
сток границы  , на котором m -ая компонента разностного аналога 
граничного условия задана в смещениях. 

Для решения дискретных задач применены эффективные числен-
ные методы [9] в соответствии с методикой, представленной в работе 
[5]. В рассматриваемом случае алгебраическая задача определения 
начального состояния решалась прямым методом Холецкого, а после 
сгущения разностной сетки применялся итерационный метод сопря-
женных градиентов. Решение задачи определения докритического со-
стояния после интерполяции принималось в качестве начального при-
ближения для решения дискретной задачи устойчивости на собствен-
ные значения методом итерирования подпространства. 

Численные результаты. Расчеты были выполнены для следующих 
значений механических и геометрических характеристик компонентов 
композита: 100 ,50 ,301 

ma EE  – отношение модулей Юнга наполнителя и 
матрицы; 4 ,0 ma   – коэффициенты Пуассона волокна и матрицы; 
геометрические параметры волокна изменялись в интервале 

10010 1  lm . 
Полученные результаты расчетов представлены в виде зависимо-

стей величины критической деформации от механических и геометри-
ческих параметров композитного материала. Величина критической 

деформации  x
aкр

11  рассматривалась в средней точке армирующего 
волокна, т.е. при 0x . 

На рис. 3 представлена зависимость величины 
aкр

11  от параметра 

1lm  для разных значений 1
ma EE  (указаны возле соответствующих 

кривых). Штрихпунктирные линии соответствуют плоской задаче, 
сплошные – пространственной. 

Как видно из рис. 3, с увеличением параметра 1
ma EE  величина кри-

тической деформации уменьшается. Величина 
aкр

11  для пространст-

венной задачи меньше соответствующей величины для плоской задачи. 
Различие между значениями критических деформаций волокна для значе-
ний 100 ,50 ,301 

ma EE , полученных при решении плоской и пространст-
венной задачи устойчивости, составило соответственно 8%, 7,5%, 5%.  
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Рис. 3 – Зависимость величины 11

крa  от параметра 1lm   

для разных значений 1
a mE E  

Выводы. Для исследованного интервала изменения геометриче-
ских и механических характеристик композитного материала результа-
ты пространственной задачи устойчивости изолированного волокна в 
бесконечной матрице при продольном сжатии можно приближенно за-
менить результатами плоской задачи устойчивости, полученными с 
заданной точностью в рамках «модели волокон конечных размеров». 
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СТІЙКІСТЬ КОМПОЗИТНОГО МАТЕРІАЛУ  
СЛАБКОАРМОВАНОГО КОРОТКИМИ ВОЛОКНАМИ 

 

Розглянуто плоску та просторову задачі стійкості короткого волокна 
квадратного поперечного перерізу у нескінченній матриці при повздовжньому 
стисканні. Для розв’язання задачі застосовано статичний метод тривимірної 
лінеаризованої теорії стійкості в рамках моделі кусково-однорідного середовища. 
Проведено порівняльний аналіз критичних деформацій волокна при різних 
значеннях механічних і геометричних характеристик волокна для плоскої та 
просторової задачі.  

Ключові слова: кусково-однорідна модель, тривимірна лінеаризована теорія 
стійкості, числові методи. 
 

V. A. Dekret, Dr. Sci. (Phys.-Math.),  
V. S. Zelenskii, PhD (Phys.-Math.), V. M. Bystrov, PhD (Phys.-Math.) 

  

STABILITY OF THE COMPOSITE MATERIAL WEAKLY 
REINFORCED BY SHORT FIBRES 

 

Paper examines the plane and spatial problem of short fibers stability of square 
cross-section in the infinite matrix under longitudinal compression. To solve this 
problem it was applied a static method of three-dimensional linearized theory of 
stability within the model of piecewise-homogeneous medium. The comparative 
analysis of the critical fiber deformation for different values of its mechanical and 
geometrical characteristics of the component material for plane and spatial problem 
was carried out. 

Keywords: piecewise-homogeneous model, the three-dimensional linearized stability 
theory, numerical methods. 

 
The most rigorous and physically correct results under the theory of sta-

bility of laminated and fibrous composite materials under compression are 
received, involving the basic equations of three-dimensional linearized theo-
ry of stability of deformable bodies (for example, the monograph [2]) and the 
model of piecewise-homogeneous medium. This approach was first proposed in 
[1]. Currently, research on three-dimensional linearized theory of stability of 
laminated and fiber composite materials in the framework of the approach [1, 
2] can be based on the model infinitely long fibers (infinite fibers) and models 
of finite size fibers (short fibers). The comparative analysis of the results, 
which were obtained with the assistance of the above two models presented 
in [3, 4]. The assumption is used in these studies the admission that the loss 
of stability study of the internal structure (internal instability) unidirectional 
composite fiber composite can be simulated plane problem for a layered 
composite. The validity of this assumption can be justified by the compara-
tive analysis of the results of plane and spatial problems of sustainability. 

In the present work according to the approach [1, 2] the plane and spatial 
stability problem of the isolated fiber in an infinite matrix under compression 
was solved. To study the stability problem applied the second variant of 
theory of small subcritical deformations [2], where subcritical state is deter-
mined by the geometrically linear theory. Such approach is considered to be 
comprehensible for the relatively hard composite material which mainly col-
lapse at rather small deformations. Filler (reinforcing element) and a binder 
(matrix) is simulated by linear-elastic isotropic bodies. 
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The difficulty of obtaining analytical solutions for this class of problems 
involves the use of modern numerical methods. In this paper, for the numeri-
cal solution of these problems using the method of grids based on modified 
variational-difference approach [5]. This approach to solving the problem of 
determining the stability of layered composites and fiber structure with non-
uniform subcritical state developed in [6 – 8]. 

The study subcritical state is performed in the framework of classical lin-
ear elasticity of isotropic body for which equilibrium equations and correla-
tions of elasticity written in the following form: 
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In the case of a plane problem indexes in (1), (2) and expressions given 
below, change from 1 to 2. 

Determining the subcritical state study of the stability problem is carried 
out in the framework of the second variant of theory of small subcritical de-
formations [2] in the simulation of the matrix and fibers as linearly elastic 
isotropic bodies. Thus, we have the basic relation in the form 
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 u

xx ij
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,    x ,   3,1,,, ji . (3) 

Consideration is being given to the computational domain with initial 
stresses 0

ij  and surface load P , where   – monotonically increasing 
the proportionality factor, the problem of stability (3) is reduced to a general-
ized eigenvalue problem. The critical value of the parameter   is an eigen-
value problem and buckling u  – corresponding eigenfunction. The critical 
load is determined from the expression 

  Ppкр min , (4) 

where min  – the minimum module eigenvalue of the problem on own 
values, P – the intensity of the external loads applied at infinity to the compo-
site material. In the study of fiber buckling critical strain will determine by ratio 

  )2()1(11 Gpкр
кр   , (5) 

where G ,   – shear module and Poisson's ratio of fiber. 
The problems (1) – (5) we solve by method of grids with use of the con-

cept of the basic scheme [5]. At such approach we build the differential 
scheme for settlement area in each net knot as a certain sum of values of 
the basic scheme representing the differential scheme received in the varia-
tional-difference approach on a template of a cell of a differential grid. 



39 

Calculations have been executed for the following values of mechanical 
and geometrical characteristics of components of a composite material: 

100 ,50 ,301 
ma EE  – the ratio of Young's modulus of fiber and a matrix; 

4 ,0 ma   – Poisson's coefficients of fiber and a matrix; geometrical 

parameters of fiber changed in an interval 10010 1  lm . 
The received results of calculations are presented in the form of depend-

ences of size of critical strain on mechanical and geometrical parameters of 

a composite. The size of critical strain  x
aкр

11  was considered in an aver-
age point of the reinforcing fiber i.e. at 0x . 

The analysis of results of calculation is shown that value of 
aкр

11  for a 

spatial problem is less than corresponding value for a plane problem. Dis-
tinction between results for a plane and spatial problem for values has made 
respectively 8%, 7,5%, 5%. 

For the investigated interval of variation of geometrical and mechanical 
characteristics of composite material the results of a spatial problem of sta-
bility of the isolated fiber in an infinite matrix at longitudinal compression can 
be replaced approximately with results of a plane problem of the stability, 
received with the set accuracy within the limits of «model of short fibers». 
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