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Проведено численное моделирование напряженно-деформированного  
состояния плоского элемента упругой неоднородной среды с двумя  
сопряженными эллипсообразными включениями, жесткость одного из которых 
меняется. Исследовано взаимовлияние включений с помощью стандартного 
пакета конечноэлементного анализа ANSYS.  
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Введение. Исследование напряженно-деформированного состоя-

ния (НДС) тел с включениями, порами, трещинами – важное направле-
ние в механике деформируемого твёрдого тела. Включения оказывают 
влияние на процессы деформирования, они могут приводить к концен-
трации напряжений, появлению дефектов формы или локальному раз-
рушению конструкции. Разного рода дефекты (фазовые превращения в 
материалах, коррозия, растрескивание, поры и т.д.) образуются в про-
цессах изготовления материалов (порошковая металлургия, керамиче-
ское производство, литье, композитные материалы и др.) [1, 2, 8], а 
также при их эксплуатации. При деформировании в материале проис-
ходят фазовые превращения, приводящие к нарушению его сплошно-
сти и определяющие начало процесса разрушения [6]. Такие исследо-
вания вызывают особый интерес.  

При изучении сред с нарушениями сплошности эффективно приме-
нение численных методов [3 – 5], которые являются достаточно универ-
сальными, в отличие аналитических методов решения соответствующих 
задач. К основным численным методам решения задач механики, полу-
чившим широкое распространение, относятся методы конечных разно-
стей, граничных элементов, метод конечных элементов (МКЭ) [7].  

В настоящей работе проведен конечноэлементный анализ влияния 
изменения жесткости одного из двух сопряженных эллипсообразных 
включений, «размягчающегося» и переходящего в пору, на НДС плоско-
го элемента упругой среды, моделирующего её поведение в указанных 
выше технологических процессах.  

Постановка задачи. Рассмотрим плоский элемент упругой среды, 
моделируемый неоднородной изотропной прямоугольной пластиной Ω1 
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с двумя сопряженными включениями (рис. 1). Через L1, L2  обозначены 
длины сторон пластины; S1, S2 – большая и малая полуоси эллипсооб-
разного включения Ω2; S3 – часть малой полуоси включения Ω3. На части 
границы области Ω1 (0≤x≤L1, y=0 и 0≤x≤L1, y=L2) заданы постоянные 
растягивающие усилия. Необходимо определить поля деформаций и 
напряжений в пластине с двумя сопряженными эллипсообразными вклю-
чениями при изменении жесткости прилегающего к Ω2 включения Ω3. 

 
а)                                       б) 

 
Рис. 1 – Схема нагружения: 

а) геометрия пластины с двумя сопряженными эллипсообразными  
включениями; б) характерные сечения  

 
Численный анализ. Вычисления проведены с помощью стандарт-

ного пакета прикладных программ ANSYS [9] на ПК HP Z440 
Workstation, с тактовой частотой Intel® Xeon® CPU E5-1620 V3 3,5 GHz, 
оперативной памятью 32 GB, разрядность системы  – х64. Количество 
конечных элементов – 55484, количество узлов – 111129.  Время расче-
та в среднем  –  0,3 мин.  

Результаты получены для квадратной пластины L1×L2=0,4×0,4 м с 
протяженным эллипсообразным включением Ω2 с большой полуосью 
S1=0,07 м, малой полуосью S2=0,005 м и прилегающим к нему «полу-
эллиптическим» включением Ω3 с большой полуосью S1 и малой полу-
осью S2+S3, S3=0,01 м. Относительная жесткость включений 
k=GΩ3/GΩ2<1 (включения Ω3 по отношению к Ω2); взяты материалы со 
следующими модулями упругости 퐸 и коэффициентами Пуассона ν: 
пластина – 퐸Ω =210 ГПа; νΩ =0,3; включение – 퐸Ω =70 ГПа; 
νΩ =0,36. Внешняя нагрузка P=10 МПа. 

При уменьшении жесткости (k → 0) «полуэллиптическое» включение 
Ω3 «размягчается», переходя в пору. Рассмотрено несколько вариантов 
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изменения относительной жесткости прилегающего включения (k=0,8; 
0,6; 0,4; 0,2) и отдельно случай k=0, когда в пластине образовалась пора.  

На рис. 2 приведено распределение относительной интенсивности 
напряжений σ /푃 по развертке А–А включения Ω2: для L∈ [0; 0,5] (L –
безразмерная величина, выражающая параметрическое расстояние по 
развертке контура включения, 0≤L≤1) – по верхней границе эллипсооб-
разного включения Ω2 (сопряжение с пластиной Ω1); для L∈ [0,5; 1] – 
по границе раздела эллипсообразного включения Ω2 с сопряжённым к 
нему включением Ω3.  

 

 
а) 
 

 
б) 

 

Рис. 2 – Распределение относительной интенсивности напряжений σ /푃  
по развертке А–А включения Ω2: а) для k=0,8; 0,6; 0,4; 0,2; б) для k=0 
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Для 푘 = 0,8 и 푘 = 0,2 в точке контура при L=0,25 различие между 
максимальными значениями σ /푃 составило ~21%, для 푘 = 0,2 – в ~2 
раза больше, чем при 푘 = 0 (образование поры). В точке контура при 
L=0,75 разница между значением σ /푃 при 푘 = 0,8 и 푘 = 0,2 – ~32%, 
при 푘 = 0,2 и 푘 = 0  – ~30%. 

На рис. 3 приведены значения σ /푃  в точке Q (рис. 1, б), располо-
женной на конце большой полуоси эллипсообразного включения Ω2, 
при различных коэффициентах  относительной жесткости прилегающе-
го включения 푘. При 푘 = 0,8   и 푘 = 0,4  разница между максимальны-
ми значениями σ /푃 – ~28%, при 푘 = 0,4 и 푘 = 0,2  –  ~32%. В случае 
образовавшейся поры (푘 = 0) различие между максимальными значе-
ниями σ /푃 в ~6 раза больше, чем при 푘 = 0,2. 

На рис. 4 приведено распределение σ /푃 в сечении C–М, 
L∈ [0; 0,5] (при L∈ [0,5; 1] результаты аналогичные). Для 푘 = 0,2 и 
푘 = 0,8 разница между максимальными значениями σ /푃 – ~15%,  для 
푘 = 0,2 и 푘 = 0 – ~67%.  

 

Рис. 3 – Значения  σ /푃 в пробной точке Q включения Ω2 при различных 푘  

 
Рис. 4 – Распределение  σ /푃 в сечении С–М плоского элемента среды 

для различных 푘 
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На рис. 5 приведено распределение σ /푃  в сечении  F–F. В случае 
образовавшейся поры (рис. 5, б) наблюдается резкое возрастание  
коэффициента концентрации напряжений. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5  – Распределение  σ /푃 в сечении  F–F плоского элемента среды: 
а) для k=0,8; 0,6; 0,4; 0,2; б) для k=0 

Рис. 6 иллюстрирует распределение σ /푃 в сечении V–В, L∈ [0; 0,5]. 
При 푘 = 0,2 и 푘 = 0,8 разница σ /푃 в местах концентрации составила 
~15%, при 푘 = 0,2 и 푘 = 0 –  ~53%.  

Разница между максимальными значениями σ /푃 для 푘 = 0,2 и 
푘 = 0,8 в точке контура при L = 0,5 составила ~22%, при 푘 = 0  в ~2 
раза больше,  чем при  푘 = 0,2. 
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Рис. 6 – Распределение  σ /푃 в сечении  V–В плоского элемента среды 
для различных 푘 

На рис. 7 приведены σ /푃 в точках M, B, D контуров включений Ω2 и Ω3 
при различных 푘.  

Разница между значениями σ /푃 в точке M включения Ω3 при 
푘 = 0,2 и 푘 = 0 составила ~7%, при 푘 = 0,8 и 푘 = 0,2 –  ~5%. Разли-
чие σ /푃 в точке D включения Ω2 при 푘 = 0,2 и 푘 = 0 – ~44%, при 
푘 = 0,8 и 푘 = 0,2 –  ~21%.  В точке B того же включения при 푘 = 0,8 и 
푘 = 0,2 –  ~22%, при 푘 = 0  в ~2 раза больше, чем при  푘 = 0,2. 

 

 
Рис. 7 – Значения  σ /푃 в пробных точках контуров включений Ω2 и Ω3 

 при различных 푘 

Выводы. С использованием стандартного пакета МКЭ-анализа 
ANSYS исследовано НДС упругой неоднородной среды с двумя сопря-
женными протяженными эллипсообразными включениями, жесткость 
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одного из которых изменяется (включение «размягчается»). Получено 
распределение интенсивности напряжений в характерных сечениях 
плоского элемента среды, по развертке контура включений, в пробных 
точках контура при различной жесткости одного из сопряженных вклю-
чений (푘 → 0) и для случая образовавшейся поры. Рассмотрение 
большего количества включений не представляет принципиальных 
трудностей. 

Уменьшение относительной жесткости включений инициирует про-
цесс порообразования. 
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COMPUTER SIMULATION OF THE BEHAVIOR 
ELASTIC MEDIUM WITH TWO CONNECTED 

ELLIPTICAL INCLUSIONS 
 

Numerical modeling of the stress-strain state of the plane element of elastic  
inhomogeneous medium with two connected elliptical inclusions, the stiffness  
of one of them is changing. Mutual influence of inclusions with use of the standard 
finite element analysis package ANSYS is investigated. 

 

Keywords: elastic inhomogeneous media, connected elliptical inclusions, finite  
element method. 

 
Investigation of the stress-strain state (SSS) of bodies with inclusions, 

pores, cracks is the area in solid mechanics of great importance. Different 
kinds of defects (phase transformations in materials, corrosion, cracks, 
pores, etc.) are formed in manufacturing processes of materials (powder 
metallurgy, ceramic production, cast, composite materials, etc.) [1, 2, 8], and 
during their exploitation too. In the process of deformation in the material, it 
is possible, occurs the phase transformations that determine the beginning 
of the destruction process [6]. Such researches cause particular interest.  

At research of media with pores and cracks effective is application of 
numerical methods that is universal enough unlike the analytical methods of 
solving the corresponding problems [3 – 5]. The main prevalent numerical 
methods for solving mechanical problems are finite difference method, 
boundary element method, finite element method [7]. 

In the present work the research of the case of two connected elliptical 
inclusions in the elastic media are investigated and the influence of change-
able stiffness k (softening and transition to pore) of one of them with the use 
of standard package ANSYS [9] is analyzed too.  

Some variants of relative stiffeners changing (k →0) of adjacent elliptical 
inclusions (k=0.8; 0.6; 0.4; 0.2) and the case k=0 (separately), when in plane 
element the pore is arisen.  
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