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НЕЧЕТКИЕ КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Т.О. Комлєва, А.В. Плотніков, Л.І. Плотнікова. Нечіткі квазідиференціальні рівняння. Вводиться 
поняття нечіткого квазідиференціального рівняння, доводяться теореми існування його розв’язань та 
деякі їх властивості. 

Т.А. Комлева, А.В. Плотников, Л.И. Плотникова. Нечеткие квазидифференциальные уравнения. 
Вводится понятие нечеткого квазидифференциального уравнения и доказываются теоеремы существова-
ния решений и их некоторые свойства. 

T.A. Komleva, A.V. Plotnikov, L.I. Plotnikova. Fuzzy quasidifferential equations. The concept of the 
fuzzy quasidifferential equations is introduced. The existence of theorems for their solutions and some of their 
properties are proved. 

 
Понятие нечеткого дифференциального уравнения было введено O. Kaleva в 1987 году. В 

работе [1] ним была доказана теорема существования и единственности решения такого типа 
уравнений. В дальнейшем в работах [2...6] были получены другие свойства нечетких диффе-
ренциальных уравнений и их решений. Для определения нечеткой производной O. Kaleva ис-
пользовал подход M.L. Puri и D.A. Rulescu [7] H-дифференцируемости нечетких отображений, 
который, в свою очередь, основан на идее M. Hukuhara [8] дифференцируемости многозначных 
отображений. В связи с этим подход O. Kaleva перенял все те недостатки, которые свойственны 
дифференциальным уравнениям с производной Хукухары. 

В 1990 году J.P. Aubin [9] и V.A. Baidosov [10, 11] ввели в рассмотрение нечеткие диффе-
ренциальные включения. Их подход к разрешению таких уравнений основан на сведении по-
следних к обычным дифференциальным включениям. В дальнейшем нечеткие включения были 
рассмотрены в работах [12...15]. 

Здесь, аналогично тому, как это было сделано в теории дифференциальных уравнений с 
многозначной правой частью [16], вводится понятие нечеткого квазидифференциального урав-
нения. Это дает возможность с одной стороны, избежать тех сложностей, которые возникают 
при решении нечетких дифференциальных уравнений и включений, а с другой — получить не-
которые их свойства более доступными (менее громоздкими) методами. Для нечетких квази-
дифференциальных уравнений в статье доказаны теоремы существования и единственности 
решения и некоторые их свойства. 

Пусть Conv( )nR  ⎯ пространство непустых выпуклых компактных подмножеств nR  с 
метрикой Хаусдорфа 

 ( , ) max supinf , sup inf ,
g G f Ff F g G

h F G f g f g
∈ ∈∈ ∈

⎧ ⎫
= − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
  

где под ⋅  понимается евклидова норма в пространстве nR . 

Введем в рассмотрение пространство nE  отображений , удовлетворяющих 
следующим условиям: 

: [0,nu R → 1]

1.  ⎯ полунепрерывно сверху, т.е. для любого u ny R′∈  и для любого  существует 
 такое, что для всех 

0ε >

( , ) 0y′δ ε > y y′− < δ  выполняется условие ( ) ( )u y u y′< + ε ; 

2.  ⎯ нормально, т.е. существует вектор u 0
ny R∈  такое, что ; 0( ) 1u y =

  



Труды Одесского политехнического университета, 2008, вып. 2(30)   
208

3.  ⎯ нечетко выпукло, т.е. для любых u , ny y R′ ′′∈  и любого [0,1]λ∈  справедливо нера-
венство ; ( (1 ) ) min{ ( ) , (u y y u y u y′ ′′ ′λ + − λ ≥ )}′′

0}>4. Замыкание множества { |  компактно. ( )ny R u y∈

Нулем в пространстве nE  является элемент . 
1, 0

( )
0, \ 0n

y
y

y R

⎧ =⎪θ = ⎨
∈⎪⎩

Определение 1. α-срезкой [ ]u α  отображения  при nu E∈ 0 1< α ≤  назовем множество 

. Нулевой срезкой отображения  назовем замыкание множества 

. 

{ | ( )ny R u y∈ ≥ }α
0}

nu E∈

{ | ( )ny R u y∈ >

Определим в пространстве nE  метрику : [0n nD E E , )× → +∞ , полагая  

 
0 1

( , ) sup ([ ] , [ ] )D u v h u vα α

≤α≤
=  . 

Определение 2. Отображение :[0, ] nf T E→  называется слабо непрерывным в точке 
, если для любого фиксированного 0 (0, )t ∈ T [0,1]α∈  и произвольного  существует 
 такое, что 

0ε >

( , ) 0δ ε α > 0( ( ), ( ))h f t f tα α < ε  для всех [0, ]t T∈  таких, что 0 ( , )t t− < δ ε α . 

Определение 3. Будем говорить, что отображение  задает ло-
кальное квазидвижение, если выполнены следующие условия: 

:[0, ) [0, ] nT E Eϕ σ × × → n

1) аксиома начальных условий: (0, , )t x xϕ = ; 
2) аксиома квазиприпасовывания:  

 0 1 1( ( , 0, ), ( , , )) ( )m m mD h x h t x o h− −ϕ ϕ = , 

где   1 1
1 0

, 0, , ( , ,
m i

i i i s i i i i
i s

h h h t h x h t x− −
= =

= ≥ = = ϕ∑ ∑ );

3) аксиома непрерывности: отображение ( , , )h t xϕ  слабо непрерывно. 
Аппроксимационное уравнение  

 0( ( ), ( , , ( ))) ( ), (0)D x t h h t x t o h x x+ ϕ = =  (1) 

будем называть нечетким квазидифференциальным уравнением. 
Определение 4. Непрерывное отображение :[0, ] nx T E→ , удовлетворяющее (1) будем на-

зывать решением нечеткого квазидифференциального уравнения. 
Теорема 1. Пусть в области  отображение  удовлетворяет 

условиям определения 3, непрерывно и удовлетворяет условию Липшица по  с постоянной 
{ 0, 0 , nQ tτ ≥ ≤ ≤ σ }E ( , , )t xϕ τ

τ λ . 
Тогда существует 0η >  такое, что на промежутке [0, )η  существует решение нечеткого квази-
дифференциального уравнения (1). 

Доказательство. Зададим некоторое  и рассмотрим . Пусть 0r > 0 0( ) { | ( , ) }rS x x D x x r= ≤

0min , r⎧η = σ⎨
λ⎩ ⎭
⎫
⎬ . Разобьем отрезок [0, ]η  на  частей точками m k

kt
m
η

=  и определим нечеткую 

обобщенную ломаную Эйлера: 

 1 0( ) ( , , ( )), [ , ], 0, 1, (0) .m m
k k k k ky t t t t y t t t t k m y x+= ϕ − ∈ = − =  

Очевидно, что 0( ) ( ), ( ( ), ( ))m m m
ry t S x D y t y t t t′ ′′ ′ ′′∈ ≤ λ − , , [0, ]t t′ ′′∈ η

}

, т.е. семейство не-
четких ломаных Эйлера равномерно ограниченно и равностепенно непрерывно. По теореме 
Асколи [14] из последовательности { ( )my t  можно выделить подпоследовательность, равно-
мерно сходящуюся в метрике  к некоторому слабо непрерывному отображению ( , )D ⋅ ⋅ ( )y t . 
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Доказательство того, что отображение ( )y t  удовлетворяет уравнению (1), проводится ана-
логично [16]. 

Теорема 2. Пусть в области  отображение Q ( , , )t xϕ τ  удовлетворяет условиям теоремы 1 и 
условию 
 ( , ) ( ( , , ), ( , , )) ( ) ( , ),D x y D t x t y D x y− ϕ τ ϕ τ ≤ μ τ  (2) 

где  
0

( )lim , 0 .
τ→

μ τ
= γ γ >

τ
 

Тогда решение нечеткого квазидифференциального уравнения (1) определяется однознач-
но. 

Доказательство. Пусть ( )x t  ⎯ решение нечеткого квазидифференциального уравнения (1). 
Предположим, что существует решение ( )y t , отличное от ( )x t . 

Пусть . Тогда ( ) ( ( ), ( )), (0) 0h t D x t y t h= =

 
( ) ( ) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( , , ( )), ( , , ( )) ( ) ( ) ( ).
h t h t D x t y t D x t y t

D t x t t y t h t o
+ Δ − = + Δ + Δ − =
= ϕ Δ ϕ Δ ≤ μ Δ + Δ

 

Далее, аналогично [16], получаем ( ) 0h t =  при [0, )t∈ η . 
Замечание 1. Если отображение ( , , )t xϕ Δ  имеет вид  

  (3) 0( , , ) ( , ), (0) ,t x x f t x x xϕ Δ = + Δ ⋅ =

где  :[0, ] n nf T E E× →  слабо непрерывно по  и удовлетворяет условию Липшица по ),( xt x  с 
постоянной , то в этом случае  удовлетворяет условиям теоремы 2 и нечеткое квази-
дифференциальное уравнение (1), (3) имеет единственное решение 

λ ( , , )t xϕ Δ
( )x t , совпадающее с един-

ственным решением нечеткого дифференциального уравнения  
 0( , ), (0) ,x f t x x x′ = =  

которое рассматривалось в работах [1, 3...6]. 
Замечание 2. В случае, когда 

  (4) 
[ ]

[ ( , , )] ( [ ( , )] ),
z x

t x z F t z
α

α

∈

ϕ τ = + τ ⋅U α

nEгде отображение  непрерывно по  и удовлетворяет условию Липшица 
по 

:[0, ] nF Rη × → ( , )t z
z , то непосредственно проверяется выполнение условий теоремы 2, тогда единственное ре-

шение нечеткого квазидифференциального уравнения (1), (4) совпадает с единственным нечет-
ким R-решением нечеткого дифференциального включения 
 0( , ), (0) ,x F t x x x′∈ =  

которое рассматривалось в работах [9...15]. 
Теорема 3. Пусть в области Q, отображение ( , , )t xϕ τ  удовлетворяет условиям определения 

3, условию Липшица по  с постоянной Δ λ  и по x  условию 

 ( , ) ( ( , , ), ( , , )) ( , ).D x y D t x t y D x y− ϕ Δ ϕ Δ ≤ Δ ⋅ γ ⋅  (5) 

Тогда для решений ( )x t  и ( )y t  нечеткого квазидифференциального уравнения (1) спра-
ведлива следующая оценка  

 0( ( ), ( )) ,tD x t y t e γ≤ δ  (6) 

где  0 0 0 0(0) , (0) , ( , )0x x y y D x y= = δ = . 
Доказательство. Разобьем промежуток  на m частей. В моменты  

оценка погрешности удовлетворяет условию: 
[0, ]T 1[ , ] [0, ]k kt t t T+∈ ⊂
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1 1 1 1
2

1 1

( ( ), ( )) ( ( , , ( )), ( , , ( ))) ( )
(1 ) ( ( ), ( )) ( )

(1 ) ( ( , , ( )), ( , , ( ))) (1 ) ( ) ( )
(1 ) ( ( ), ( )) ( )(1 ) ( ).

k k k k k k

k k

k k k k

k k

D x t y t D t t t x t t t t y t o
D x t y t o

D t x t t y t o o
D x t y t o o

− − − −

− −

≤ ϕ − ϕ − + Δ ≤
≤ + Δγ + Δ ≤

≤ + Δγ ϕ Δ ϕ Δ + + Δγ Δ + Δ ≤
≤ + Δγ + Δ + Δγ + Δ

Очевидно, что  

 

1
0

1

0 0

( ( ), ( )) (1 ) [(1 ) (1 ) 1] ( )
(1 ) 1 ( )1 ( )

k k

m k
t

D x t y t o
t o e
m

+

+
γ

≤ + Δγ δ + + Δ γ + + + Δ γ + Δ ≤

+ Δγ − Δ⎛ ⎞≤ + γ δ + Δ ≤ δ +⎜ ⎟ Δγ Δ⎝ ⎠

K

.o  (7) 

Из (7) при  получаем (6). Теорема доказана. 0→Δ
Таким образом введены нечеткие квазидифференциальные уравнения, обобщающие рас-

смотренные ранее нечеткие дифференциальные уравнения и включения и дающие возможность 
исследовать из свойства. 
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