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Актуальность проблемы. Одним из источников информативной неопределенности явля-

ется принципиальная особенность решения задачи многокритериальной оптимизации. Ситуа-
цию, в которой отсутствует как объективная, так и субъективная информация о характере воз-
можных значений полезности (эффективности) альтернативных решений, называют интерваль-
ной неопределенностью, которая характеризуется границами интервала, внутри которого нахо-
дится значение переменной [1]. 

В общем случае модель оценивания скалярной полезности многокритериальных альтерна-
тив содержит переменные и параметры различных видов: в статистической, нечеткой форме 
или в виде интервальных величин [2]. В связи с этим возникает необходимость приведения 
всех их к одному базису. В качестве базовой можно принять только одну из субъективных 
форм представления неопределенности.  

Такая трансформация связана с увеличением неопределенности при переходе от одной 
формы к другой, что выражается в увеличении интервалов возможных значений. При этом воз-
никает вопрос о величине погрешности определения обобщенного интервального значения по-
лезности при переходе от более информативных форм к менее информативным. 

К настоящему времени эта важная проблема в научной литературе не освещена и поэтому 
требует своего разрешения. 

Анализ исследований и публикаций. Первая попытка принятия решений в условиях не-
определенности была предпринята Яковом Бернулли (1654-1715) в его книге “Искусство пред-
положений” [3]. Именно на принцип недостаточного основания Я.Бернулли (который гласит, 
что если распределение вероятностей состояний природы неизвестно, то нет причин считать их 
различными) опирается критерий недостаточного основания Лапласа. В той или иной ситуации 
используют также критерии Вальда, Сэвиджа, Гурвица, Ходжа-Лемана [4]. 
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Другое направление исследований ориентировано на повышение достоверности и воспро-
изводимости результатов прогнозной экспертизы. Так, согласно методу Черчмена-Акоффа аль-
тернативы ранжируются по важности [5]. В методе Терстоуна для получения численных оценок 
значимости альтернатив используются парные сравнения [6]. Метод фон Неймана-
Моргенштерна заключается в получении численных оценок альтернатив с помощью так назы-
ваемых вероятностных смесей [7]. 

Общей чертой этих и других методов является ориентация на формирование точечных чи-
словых оценок важности альтернатив. Это связано с тем, что перечисленные методы обслужи-
вают решение частной задачи оценивания важности частных критериев в аддитивной модели 
оценивания. 

В отличие от описанного выше подхода, основанного на замещении интервальных неоп-
ределенностей некоторыми гипотетическими стохастическими или нечеткими предположения-
ми лица, принимающего решение (ЛПР), что позволяет, в конечном счете, получить точечные 
оценки “качества” допустимых альтернатив, в настоящее время развивается подход, основан-
ный на непосредственном анализе интервалов [8]. В рамках этого подхода на всех промежу-
точных этапах вычислений и анализа рассматриваются интервальные величины, заданные 
только значениями границ интервала. В терминах задачи принятия решений это означает, что 
показатели эффективности решения вычисляются в виде интервальных значений и только на 
последнем этапе принятия решений в случае необходимости трансформируются в точечные 
решения. Это позволяет сохранить до последнего момента полноту информации о множестве 
возможных решений. 

Изложение основного материала. Конечной целью задачи принятия решений является 
выбор из допустимого множества Х единственного наиболее эффективного решения. 

Для конструктивного решения этой задачи необходимо ввести некоторую метрику, в кото-
рой на количественном или качественном уровне можно абсолютно или относительно оцени-
вать “качество” решений и на этой основе сравнивать их между собой. Такую метрику в теории 
принятия решений называют критерием оценки эффективности решений K(x) [9]. Тогда опти-
мальное решение на допустимом множестве X определяется как 

 0 argextr ( )
x X

x K x
∈

=   

Здесь символ  обозначает значение аргумента х, доставляющее экстремум функции 
K(х) [10]. 

argextr ( )K x

Но это условие является необходимым, но не достаточным условием эффективности реше-
ния [11]. Для достаточности оно должно быть дополнено условиями своевременности и полноты 
(комплексности) решения. Требование своевременности означает, что момент tp принятия реше-
ния должен удовлетворять условию [ , ]p n kt t t∈ , где  — границы интервала принятия реше-
ния. Требование полноты является определяющим и означает, что решение должно приниматься 
с учетом кортежа частных (локальных) критериев 

,n kt t

( ) ( ) , 1,iK x k x i n= 〈 〉 = , каждый из которых ха-
рактеризует локальный эффект, а их совокупность достаточно характеризует эффективность ре-
шения в целом. Таким образом, модель выбора эффективного решения принимает вид 

 0 argextr ( )ix X
x k x

∈
= 〈 〉 ,  ni ,1=∀ ,  (1) 

где условие своевременности вошло как ограничение в определении допустимого множества 
решений Х. 

Однако, необходимость максимально полного и глубокого учета факторов и их взаимосвя-
зей, влияющих на решение, приводит к росту сложности, многомерности модели принятия реше-
ний и, в конечном счете, к ее многокритериальности. Следует отметить, что при переходе к мно-
гокритериальной постановке задачи выбора эффективности решений отмечается рост влияния 
источников неопределенности (НЕ-факторов), что приводит к снижению адекватности модели.  

Несогласованность локальных моделей и необходимость учета слабо формализованных 
факторов являются дополнительным источником различного рода неопределенностей. Пробле-
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ма связана с тем, что основным методом анализа сложных систем является декомпозиция на 
условно-независимые подсистемы (задачи), каждая из которых моделируется отдельно, и затем 
производится интеграция результатов. Реализация такого подхода порождает ряд дополнитель-
ных НЕ-факторов: неточность и неполнота ограничений, определяющих требования к локаль-
ным моделям; несогласованность их входов-выходов; разнородность абстрактных языков опи-
сания; несогласованность локальных оптимальных решений и т.д.  

Таким образом, требование полноты, своевременности и оптимальности получаемого ре-
шения трансформируется в необходимость учета в модели задачи принятия решений многокри-
териальности и неопределенности исходной информации. 

При этом необходимо решать специфическую задачу многокритериальной оптимизации 
(1), решение которой требует дополнительного системного анализа. 

В общем случае множество допустимых решений Х является объединением двух подмно-
жеств согласованных sX  и компромиссных (Парето-оптимальных) cX  решений[12]:  

 s cX X X= U ;           s cX X =I Ø.  
При этом, на подмножестве согласованных решений один или несколько частных критериев 

можно улучшить без ухудшения качества других частных критериев. Это означает, что sX  в 
принципе не может содержать экстремальных решений, так как каждое  можно улучшить 
хотя бы по одному критерию. В то же время на подмножестве компромиссных решений ни один 
частный критерий  невозможно улучшить без ухудшения качества одного или группы дру-
гих частных критериев, либо ни один частный критерий нельзя улучшить вообще. 

sXx∈

)(xki

Таким образом, множество допустимых экстремальных решений задачи (1) совпадает с 
областью компромиссов cX  и, если она не пустая ( ≠cX Ø), все  являются решением 
задачи. Но в таком случае задача многокритериальной оптимизации не имеет единственного 
решения и, следовательно, является некорректной по Адамару [13]. Некорректными по Адама-
ру считаются задачи, для которых решение существует, единственно и устойчиво, т.е. в задан-
ной метрике малым изменениям входных переменных соответствуют малые изменения выход-
ных переменных. 

cXx∈

Для определения единственного решения задачи многокритериальной оптимизации ее не-
обходимо привести к условно корректной [14] путем привлечения дополнительной, внешней по 
отношению к исходной задаче, оптимизации. 

Из обилия разнообразных подходов к регуляризации задачи многокритериальной оптими-
зации в качестве основного и наиболее конструктивного можно выделить направление иссле-
дований, связанное с трансформацией исходной задачи многокритериальной оптимизации в 
задачу однокритериальной скалярной оптимизации. Основными методами преобразования 
многокритериальных оптимизационных задач в однокритериальные являются принцип главно-
го критерия, схема последовательной оптимизации, функционально-стоимостный анализ,  ме-
тод многофакторного обобщенного оценивания эффективности (полезности) и др. [15]. 

Из указанных методов наиболее конструктивным и перспективным является метод многофак-
торного скалярного оценивания, основанный на гипотезе, согласно которой для любого решения 

 существует скалярная оценка полезности (эффективности) , удовлетворяющая сле-
дующим условиям: если , то 

Xx∈ )(хР
Xxx ∈21, )()( 2121 xPxPxx >⇔φ  [7]. В этом случае скалярная оцен-

ка эффективности любого решения  определяется функцией полезности вида [16] Xx j ∈

 ;    *( ) [( , ( )]j i iP x F k x= λ j 1,j m= ,  

где  iλ  — коэффициенты, приводящие разнородные частные критерии к изоморфному виду, 
т.е. к одной размерности, одинаковому интервалу возможных значений и т.д.;  
 F  — оператор, определяющий структуру модели многокритериального оценивания 
(функции полезности);  
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Xx j ∈  — множество допустимых решений. 
В конкретных случаях возникают затруднения с корректным определением значений ко-

эффициентов изоморфизма . В связи с этим на практике широко используется нормализо-
ванная функция полезности вида 

iλ

 , (2) ( ) [( , ( )]
i

n
j iP x F a k x= j

где   — нормализованные, т.е. приведенные к безразмерному виду, единому интервалу 
[0, 1] возможных значений и одинаковому направлению доминирования, частные критерии;  

( )n
ik x

ia  — безразмерные коэффициенты относительной важности нормализованных частных 
критериев. По определению для коэффициентов  должны выполняться требования ia

 ,     0 1ia≤ ≤ 1,i∀ = n ,      
1

1
n

i
i

a
=

≤∑ .  

Предложено несколько различных проблемно-ориентированных форм функции полезно-
сти (2), отличающихся структурой, т.е. видом оператора F, модели оценивания. Наиболее ши-
роко используется аддитивная [7] 

 , (3) 
1

( ) ( )
i

n
n

j i
i

P x a k x
=

=∑ j

j

мультипликативная [17] 

 , (4) 
1

( ) ( )
i

n
n

j i
i

P x a k x
=

=∏
модель Кобба-Дугласа [18] 
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i
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n
n
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i

P x k x
α

=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∏ ,    0iα > , (5) 

мультипликативно-аддитивная [19] 

 
1 1

( ) ( ) (1 ) ( )
i i

nn
n н

j i j j
i i

P x a k x k x
= =

⎡ ⎤
= β + −β⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∏ 0 1,     ≤ β ≤  (6) 

формы функций полезности. 
Все приведенные виды функции полезности являются частными случаями (фрагментами) 

полинома Колмогорова - Габора [20] 

  (7) 0
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
n n n n n n

i i ij i j ijl i j l
i i j i j l

P x a a k x a k x k x a k x k x k x
= = = = = =

= + + +∑ ∑∑ ∑∑∑

Для каждой конкретной ситуации принятия решений необходимо решить задачу струк-
турно-параметрической идентификации, т.е. определить конкретный вид модели в рамках по-
линома Колмогорова-Габора и численные значения параметров. В силу того, что процедура 
оценивания является субъективной интеллектуальной процедурой, источником необходимой 
информации для решения задач идентификации модели скалярного оценивания является поль-
зователь — эксперт или лицо, принимающее решение. При этом, независимо от методов полу-
чения и обработки экспертной информации, оценки параметров (весовых коэффициентов ) 
всегда являются интервальными за счет разброса субъективных мнений экспертов. Что касает-
ся значений частных критериев, то большинство из них также удается измерить с точностью до 
конечных интервальных значений. 

ia

В расширенном пространстве переменных полином Колмогорова-Габора является линей-
ным по параметрам [21]. Это означает, что если в полиноме заменить мультипликативные и 
степенные функции частных критериев новыми переменными sz , то его можно представить в 
виде линейной аддитивной формы 
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 .  
1

( ) ( )
n

s s
s

P x a z x
=

=∑
С учетом интервальной неопределенности исходной информации модель оценивания ска-

лярной полезности многокритериальных альтернатив будет иметь вид 

 
1

( ) ( )
n

ss
s

P x a z x
=

=∑ , (8) 

где знаками “−” обозначены интервальные неопределенности. 
Под интервальной неопределенностью будем понимать исходные данные, измеренные в 

количественных шкалах, т.е. представленные числовыми оценками. При этом в силу НЕ-
факторов их невозможно представить в виде “точечных” величин, а можно представить в виде 
некоторых связных областей на числовых шкалах, характеризующих возможные значения па-
раметров в исследуемой ситуации [22]. 

Результаты расчета по любым моделям также будут интервальными числами. В полной 
мере это касается моделей многофакторного оценивания (3)...(7). 

В условиях неопределенности выбор из допустимого множества решений наиболее эффек-
тивного осуществляем следующим образом. 

С учетом всех интервальных неопределенностей параметров и переменных модели оцени-
вания полезности (эффективности) решений вычисляются интервальные скалярные значения 
полезности для всех альтернативных решений или непосредственно экстремальное  решение и 
его интервальное значение полезности. Затем на основе этой информации производится детер-
минизация (выбор точечного решения). 

Реализация этого подхода связана с необходимостью вычисления обобщенных интерваль-
ных значений полезности по модели (8). Анализ исходных моделей (3)...(7) показывает, что для 
этого достаточно арифметических операций суммирования и умножения (возведения в степень) 
интервальных величин.  

Интервальные арифметики являются специализированными, т.е. проблемно-
ориентированными на классы неопределенности. Общим для всех интервальных величин явля-
ется допущение, что границы интервалов известны, поэтому основой их классификации явля-
ются вид и форма представления информации о характере распределения возможных значений 
внутри интервала. По этому признаку можно выделить статистическую, нечеткую интерваль-
ные неопределенности и интервальные числа.  

В первом случае характер распределения возможных значений на интервале определяется 
видом и параметрами функции распределения вероятностей, которые являются результатом 
статистической обработки выборки реальных наблюдений [23], поэтому такую неопределен-
ность часто называют объективной. 

В том случае, если выборка наблюдений, необходимая для корректного определения объек-
тивных статистических характеристик, отсутствует или недостаточна, информация о характере 
распределения значений в интервале может быть восполнена знаниями опытных экспертов, кото-
рые могут быть представлены в виде субъективных предположений о статистических характери-
стиках распределения или в виде нечетких множеств [24], когда эксперт задает характер распре-
деления возможных значений в интервале в виде функции принадлежности . Наконец, си-
туацию, когда отсутствует как объективная, так и субъективная информация о характере распре-
деления значений в интервале, будем называть интервальной неопределенностью, характери-
зующаяся границами интервала, внутри которого находится значение переменной [1]. 

( )yμ

Если все интервальные неопределенности одного вида, то реализация задачи вычисления 
интервальной полезности (8) не вызывает затруднений, так как для каждого класса интерваль-
ных неопределенностей известны специализированные арифметики. Приведем правила выпол-
нения операций суммирования и умножения для введенных классов интервальных неопреде-
ленностей. При этом будем полагать, что границы интервалов возможных значений  и  во 
всех случаях заданы. 

a b

При вероятностной неопределенности вычисления производятся на основании статистиче-
ских параметров — математического ожидания и дисперсии. Рассмотрим два крайних случая 
— нормальный и равновероятный законы распределения вероятностей. 
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Оценка параметров на основе данных о границах интервала для нормального закона рас-
пределения определяется формулами [23]: 

— математическое ожидание 

 (
2

a bM )+
= , (9) 

— среднеквадратическое отклонение 

 
6

b a−
σ = , (10) 

— дисперсия 
 2D = σ . (11) 

Соответственно для равновероятного закона распределения 

 (
2

a bM )+
= , (12) 

 
2( )

12
b aD −

= . (13) 

Арифметические операции со статистическими параметрами выполняются по известным 
правилам [23]. 

Для случая, когда частные критерии и весовые коэффициенты представлены в виде нечет-
ких множеств (нечетких чисел в RL-форме [25]), вычисление функции полезности (8) произво-
дится по следующим формулам сложения и умножения [24, 25]: 
 , (14) ( , , ) ( , , ) ~( , , )LR LRa b a b

−
α β + γ δ + α + γ β + δ

 A∀ , таких, что,  , ( )A B F R+μ μ ∈ 1 0>

2

, a ,  
2 0,a >  

 , (15) 1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1( , , ) ( , , )~( , , )LR LRa b a b a a a a a b a b
−

β ⋅ β β + β +

где   — левые границы нечетких множеств,  1,a a

1 2,b b  — правые границы нечетких множеств,  

1 2,β β  — модальные значения, при которых функция принадлежности функции равна 1. 
Аналитические правила выполнения арифметических операций с интервальными величи-

нами имеют вид [18] 

  (16) 
1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2

[ , ],
[min{ },{ },{ },{ },

max{ },{ },{ },{ }].

A B a a b b
A B a a a b a b b b

a a a b a b b b

+ = + +⎧
⎪ ⋅ =⎨
⎪
⎩

В силу особенности решения задачи параметрической идентификации на основе эксперт-
ных оценок практически невозможно получить достаточно представительную статистическую 
выборку для вычисления корректных статистических оценок параметров, поэтому они чаще 
всего задаются в виде нечетких множеств или просто интервальных величин. Что касается зна-
чений частных критериев, то их получают из различных источников и поэтому они могут быть 
заданы в статистической, нечеткой форме или в виде интервальных величин  

Выводы. В общем случае модель оценки полезности (8) содержит переменные и парамет-
ры различных видов. В связи с этим возникает необходимость приведения всех их к одному 
базису. По степени информативности интервальные неопределенности можно ранжировать 
следующим образом: 
   статистическая нечеткая интервальнаяf f
неопределенности. Очевидно, что в качестве базовой можно принять только одну из субъек-
тивных форм представления неопределенности – нечеткую или интервальную. Такая транс-
формация связана с увеличением неопределенности при переходе от более информативных 
форм к менее информативным, что выражается в увеличении интервалов возможных значений. 
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При этом возникает вопрос о величине погрешности определения обобщенного интервального 
значения полезности (8) при переходе от более информативных форм к менее информативным. 
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