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УСРЕДНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ  

С НЕЧЕТКОЙ ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ НА КОНЕЧНОМ 

ПРОМЕЖУТКЕ 

Т.О. Комлєва, А.В. Плотніков, Л.І. Плотнікова. Усереднення диференціальних включень з нечі-
ткою правою частиною на скінченному проміжку. Доводиться можливість використання повної схеми 
усереднення для диференціальних включень з нечіткою правою частиною на скінченому проміжку. 

Т.А. Комлева, А.В. Плотников, Л.И. Плотникова. Усреднение дифференциальных включений с не-
четкой правой частью на конечном промежутке. Доказывается возможность применения полной схемы 
усреднения для дифференциальных включений с нечеткой правой частью на конечном промежутке. 

T.A. Komleva, A.V. Plotnikov, L.I. Plotnikova. Averaging of differential inclusions with a fuzzy right-
hand side on the final interval. The possibility of application of the full averaging scheme for differential in-
clusions with a fuzzy right-hand side on the final interval is proved. 

 
В 1990 г. J.P. Aubin и V.A. Baidosov  ввели в рассмотрение дифференциальные включения 

с нечеткой правою частью [1...3]. Их подход к разрешению таких уравнений основан на сведе-
нии последних к обычным дифференциальным включениям. В дальнейшем были рассмотрены 
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свойства решений данных дифференциальных включений [4…7] и управляемые дифференци-
альные включения с нечеткой правой частью и некоторые задачи управления [8…13]. 

Докажем возможность применения метода усреднения на конечном промежутке для диф-
ференциальных включений с нечеткой правой частью, содержащих малый параметр. 

Введем в рассмотрение пространство nE  отображений , удовлетворяющих 
следующим условиям: 

: [0nu R → ,1]

—  полунепрерывно сверху, т.е. для любого u nRχ∈%  и для любого  существует 
 такое, что для всех 

0ε >
( , ) 0δ χ ε > χ − χ < δ%  справедливо неравенство ( ) ( )u uχ < χ + ε% ; 

—  нормально, т.е. существует вектор u 0
nRχ ∈  такой, что 0( ) 1u χ = ; 

—  нечетко выпукло, т.е. для любых  и любого u 1 2, nRχ χ ∈ [0,1]λ∈  справедливо неравен-
ство ; 1 2 1( (1 ) ) min{ ( ), (u uλχ + − λ χ ≥ χ χ 2 )}u

0}— замыкание множества { :  компактно. ( )nR uχ∈ χ >

Нулем в пространстве nE  является элемент   
1, 0,

0( )
0, \ 0.nR

χ =⎧⎪χ = ⎨
χ∈⎪⎩

Введем обозначение 
{ : ( ) }, 1

[ ]
{ : ( ) }, 0

n

n

R u
u

cl R u
α

⎧ 0,

.

χ∈ χ ≥ α ≥ α >⎪= ⎨
χ∈ χ > α α =⎪⎩

 

Определим в пространстве nE  метрику : [0n nD E E , )× → +∞ , полагая  

 
0 1

( , ) sup ([ ] , [ ] ).D u v h u vα α

≤α≤
= L  

Легко показать, что  для всех  и 
. 

( , ) ( , ), ( , ) ( ,D u w v w D u v D ku kv kD u v+ + = = ) , , nu v w E∈
0k ≥
Теорема. Метрическое пространство ( , )nE D  является полулинейным полным метриче-

ским пространством [14]. 
Пусть задано дифференциальное включение с нечеткой правой частью, содержащее малый 

параметр 
 0( , ), (0) ,x X t x x x∈ε =&    (1) 

где  nx R∈ ; : n nX R R E× →  — 2π-пеpиодично по ;  t
  — малый параметр. 0ε >

Определение. Нечетким R-решением дифференциального включения (1) называется непре-
рывное нечеткое отображение : nR R E→  такое, что для всех [0,1]α∈  почти всюду выполняет-
ся соотношение  

 
0 [ ( )]

1lim [ ( )] , [ ( , )] 0
t

x R t t
h R t x X s x

α

+Δ
α

Δ→ ∉

⎛ ⎞⎧ ⎫⎪⎜ α ⎪⎟+ Δ + ε⎨⎜ ⎟Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭⎝ ⎠
∫U =⎬ .  

Поставим в соответствие включению (1) следующее усредненное дифференциальное 
включение 
 0( ), (0) ,X xχ∈ε χ χ =&  (2) 

где 
2

0

1( ) ( , )
2

X x X t x
π

=
π ∫ dt . 

Теоpема. Пусть в области  выполнены следующие условия: { 0, }nQ t x D R= ≥ ∈ ⊂
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— отобpажение ( , )X t x  является непpеpывным, удовлетвоpяет условию Липшица по x  с 
постоянной λ , pавномеpно огpаниченым с постоянной M ; 

— для всех 0x D D′∈ ⊂  и  pешения включения (2) вместе с некотоpой ρ-
окpестностью лежат в области . 

0t ≥
D

Тогда для любого  найдутся такие 0L > 0 ( ) 0Lε >  и , что пpи ( ) 0C L > 0(0, ]ε∈ ε  и  1[0, ]t L −∈ ε

 ( ( ), ( ))D R t R t C≤ ε ,   (3) 
где  ( )R t  и ( )R t  нечеткие R-решения соответственно систем (1) и (2). 

Доказательство. Докажем сначала справедливость включения 
 ( ) ( ( ))CR t S R tε⊂ .   (4) 

Возьмем произвольное . Пусть [0,1]α∈ ( )x t  — произвольное решение включения  
 0[ ( , )] , (0)x X t x x xα∈ε =& , 

т.е. 0( ) ( ) ( ) , (0) ,
i

t

i
t

x t x t v d x x= + ε τ τ =∫    (5) 

где , , , 2it i= π ( ) [ ( , )]v t X t x α∈ 1[ , ]i it t t +∈ 0,1,i = K .  
Рассмотрим функцию 

 0( ) ( ) ( ) , (0)
i

t

i
t

x t x t v d x x= + ε τ τ =∫% % % % ,  (6) 

где 
[ ( , ( ))]

( ) ( ) min ( )
iv X t x t

v t v t v t v
α∈

− = −
% %

% %. 

Из (5) и (6) следует, что 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

t

i i
t

x t x t x t x t v v d− ≤ − + ε τ − τ∫% % % τ .  (7) 

Очевидно, что 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i ix t x t x t x t x t x t M t t− ≤ − + − ≤ δ + ε −% % , 

 , ([ ( , ( ))] , [ ( , ( ))] ) [ ( )]i ih X t x t X t x t M t tα α ≤ λ δ + ε −% i
 ( ) ( ) [ ( )]i iv t v t M t t− ≤ λ δ + ε −% , 
где  ( ) ( )i i ix t x tδ = − % . 

Следовательно, из (7) имеем 
 1 02 ( ), 0, 0,1,i i iM i+δ ≤ δ + ε λπ ε π + δ δ = = K .   (8) 

Так как 12 ( 1)i L −π + ≤ ε , то из (8) получим 

 .    (9) 1 ( 1L
i M eλ+δ ≤ ε π − )

Учитывая, что при 1[ , ]i it t t +∈  справедливы неравенства 
 ( ) ( ) 2 , ( ) ( ) 2i ix t x t M x t x t M− ≤ επ − ≤ επ% % ,  (10) 
из (9),(10) получим 
 ( ) ( ) ( 3).Lx t x t M eλ− ≤ επ +%    (11) 

Запишем функцию ( )x t%  в точках  1+it

 .  (12) 
1

1( ) ( ) ( ) ( ) 2
i

i

t

i i i i
t

x t x t v d x t v
+

+ = + ε τ τ = + ε∫% % % % π

Рассмотрим функцию 
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 0 1( ) ( ) ( ), (0) , [ , ]i i i i it t v t t x t t t +χ = χ + ε − χ = ∈% % % .   (13) 
Из (10)...(13) имеем 

 ( ) ( ) 2x t t M− χ ≤ επ%% .  (14) 
Так как при  1[ , ], 0,1, ...i it t t i+∈ =

 ( ) ( ) 2 , ([ ( ( ))] , [ ( ( ))] ) 2 ,i it t M h X t X t Mα αχ −χ ≤ επ χ χ ≤ ελπ% % %   

то 
( ) 2, [ ( ( ))] 2 .

d t
X t M

dt
α⎛ χ ⎞

β ε χ ≤ λπ⎜ ⎟
⎝ ⎠

%
% ε  (15) 

Из неравенства (15) следует, что существует решение ( )tχ  дифференциального включения  

0[ ( )] , (0) ,X xαχ∈ε χ χ =&  такое, что 

 2

0

( ) ( ) 2 2 ( 1).
t

Lt t M e d M eελτ λχ − χ ≤ ε πλ τ ≤ επ −∫%   (16) 

Из неравенств (11), (14) и (16)  получим 
 1( ) ( ) ,x t t C− χ ≤ ε  (17) 

где   1 3 ( 1)LC M eλ= π + .
Так как мы выбирали произвольное [0,1]α∈  и оценка от α не зависит, то, таким образом, 

первая часть теоремы доказана. 
Взяв произвольное  и решение [0,1]α∈ ( )tχ  включения 0[ ( )] , (0) ,X xαχ∈ε χ χ =&  и проде-

лав выкладки, аналогичные предыдущим, можно построить решение ( )x t  включения 

0[ ( , )] , (0)x X t x x xα∈ε =&  такое, что справедливо неравенство вида (17) с некоторой постоянной 
. Выбирая  и  таким образом, чтобы решения 2C 1 2max{ , }C C C= 0ε > ( )x t  не выходили за ρ-

окрестность решений , получим справедливость утверждения теоремы. Теорема доказана. ( )tχ
Замечание. Данная статья обобщает результат, полученный В.А. Плотниковым для обыч-

ных дифференциальных включений [15] на случай дифференциальных включений с нечеткой 
правой частью. 
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