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УЧЕТ ЛОКАЛЬНЫХ ОТКЛОНЕНИЙ ОТ ПРАВИЛЬНОЙ 

ФОРМЫ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ПРИ ОЦЕНКЕ 

ИХ ПРОЧНОСТИ 

В.П. Білоус. Врахування локальних відхилень від правильної форми циліндричних оболонок при 
оцінці їх міцності. Розглянуто тонкостінну циліндричну оболонку під дією внутрішнього тиску при наявності 
на її поверхні локальної вм’ятини, основною частиною якої є сферичний сегмент, а перехідна частина моде-
люється тором. Для відповідних оболонок обертання і умов їх спряження використовувались лінійні дифере-
нційні рівняння в комплексний формі. Запропоновано методику розрахунку параметрів напруженого стану і
виконано локальну міцністну оцінку циліндричної оболонки у зоні вм’ятини як концентратора напружень.

Ключові слова: циліндрична оболонка, вм’ятина, напруження, концентрація, міцність.

В.П. Белоус. Учет локальных отклонений от правильной формы цилиндрических оболочек 
при оценке их прочности. Рассмотрена тонкостенная цилиндрическая оболочка под действием внут-
реннего давления при наличии на ее поверхности локальной вмятины, основной частью которой является 
сферический сегмент, а переходная часть моделируется тором. Для соответствующих оболочек вращения 
и условий их сопряжения использовались линейные дифференциальные уравнения в комплексной фор-
ме. Предложена методика расчета параметров напряженного состояния и выполнена локальная прочно-
стная оценка цилиндрической оболочки в зоне вмятины как концентратора напряжений.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, вмятина, напряжение, концентрация, прочность.

V.P. Belous. The account of local deviations of cylindrical shells from the correct form in estimating 
their strength. A thin-walled cylindrical shell under the action of internal pressure is considered in the presence 
of a local cavity on its surface, the basic part of which is the spherical segment, and the transitive part is modeled 
with the torus. The linear differential equations for the corresponding shells of revolution and conditions of their 
interfaces were used in the complex form. The calculation procedure of the stress state parameters is suggested 
and the local strength of the cylindrical shell in the cavity zone, as the stress concentrator, is estimated.  

Keywords: cylindrical shell, cavity, stress, concentration, strength.  
 
На поверхности корпусных цилиндрических оболочечных элементов машин и аппаратов 

строительной индустрии и химического машиностроения в силу различных причин технологи-
ческого и эксплуатационного характера неизбежны отклонения от правильной формы (началь-
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ные несовершенства), среди которых следует отметить вмятины [1]. Их наличие, как концен-
траторов напряжений, может привести к превышению эксплуатационными напряжениями до-
пускаемых значений. Существующие рекомендации по допускаемому отклонению прямоли-
нейности образующей цилиндрических корпусов, например, по нормам котлонадзора [2] 3 мм 
на 1 м длины, не имеют достаточного теоретического обоснования в силу очевидных матема-
тических сложностей при определении параметров напряжено-деформированного состояния 
(НДС). В этой связи проведенные исследования можно считать весьма актуальными для разра-
ботки методики локального прочностного расчета цилиндрических оболочек в зоне вмятины.

Рассматривается тонкостенная цилиндрическая оболочка с радиусом срединной поверхно-
сти BR , находящаяся под действием внутреннего давления p, изотропный материал которой 
имеет модуль упругости E и коэффициент Пуассона µ (см. рисунок). Считалось, что саму вмя-
тину определяет углубленный на величину t в цилиндрическую поверхность сферический сег-
мент с радиусом срединной поверхности DR и она представлялась как результат плавного со-
пряжения трех частей с одинаковой толщиной h: цилиндра I, сферы II и тора III, который пред-
ставляет собой переходную часть от части I к части II. Каждая из этих частей соответствует оп-
ределенному типу оболочек вращения.
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Расчетная схема участка цилиндрической оболочки с вмятиной 

Срединную поверхность любой из этих трех оболочек определяют два главных радиуса ее 
кривизны: меридиана R1 и параллели R2. В качестве главных криволинейных координат точки 
на этой поверхности принимается угол θ, который образует нормаль n к поверхности с осью 
оболочки, и угол φ, который определяет положение точки на окружности параллельного круга 
с радиусом θ= sin20 RR , соответствующим углу θ. Элементы дуг главных линий кривизны бу-
дут θ= dRds 11 и ϕ= dRds 02 . При краевых и поверхностных осесимметричных нагрузках ос-
новное дифференциальное уравнение оболочек вращения удобно использовать в комплексной 
форме [3]  

 
2 22

1 1 1 1
2

2 1 2 2
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R dR R Rd T d T i iT F
R R d d c R c Rd
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где 21
~~~ TTT +=  — комплексная функция Новожилова;
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npp ,1 — меридиональная и нормальная составляющие нагрузки;
CF — постоянная.
Здесь нормальные усилия 1 2,T T и изгибающие моменты 1 2,M M определяют выражения 

2211
~Re;~Re TTTT ==  ;   1 2 1 2 1 2Im( ); Im( )M c T T M c T T= − −µ = − −µ% % % % , (2) 

а угол поворота нормали ϑ к срединной поверхности и поперечное усилие 1Q в плоскости XY 

ϑ=ϑ
~Re ; 1

2
Im( )EhQ c

R
= ϑ% ,

где 2

1

1 R dT
Eh R d

ϑ = −
θ

%
% — комплексная функция Мейсснера.

Радиальное перемещение R∆ точек срединной поверхности и соответствующее усилие 

RH в плоскости параллельного круга [3]  

 )( 12
0 TT

Eh
R

R µ−=∆ ; θ+θ= sincos 11 QTH R )cossin( 11 θ=θ QT . (3) 

Общее решение линейного дифференциального уравнения (1) складывается из общего ре-
шения )(~ aT соответствующего однородного уравнения, которое можно определить по асимпто-
тическому методу, и любого частного решения (*)T неоднородного уравнения, определяемого 
безмоментной теорией 

(*))(~~ TTT a += . (4) 
При этом справедливы формулы [3]  

 (*)
2

(*)
1

)(
21

~~~~ TTTTTT a ++=+= ; 1
(*)

11
~ TTT == ; )((*)

22
~~ aTTT += ; 2 1M M= µ .

Условия плавного сопряжения двух каких-либо оболочек вращения 1 и 2 сводятся к требо-
ванию, чтобы на их общем краю при угле Kθ=θ были одинаковыми четыре параметра:

1)2(1)1()2()1()2()1()2()1( ;;; MMHH RRRR ==ϑ=ϑ∆=∆ . (5) 
С учетом зависимостей (3), а также выражений 

1
2 2

dT Eh Eh i Q
d R R c

= − ϑ = − ϑ−
θ

%
% ; 1 2

1 2 2 1 1 1( ) (1 )
1

M Mi iT T T T T T M
c c

+= + − = −µ + + µ −
+ µ

% ,

краевые условия (5) эквивалентны следующим условиям в комплексной форме:

KKKK sd
Td

sd
Td

TT θ=θθ=θθ=θθ=θ ==
1

)2(

1

)1(
)2()1(

~~
;~~ . (6) 

Получены решения уравнения (1) при внутреннем давлении p );0( 1 ppp n m== для каж-
дой из трех оболочек, а затем составлены условия их сопряжения.

Для цилиндрической оболочки радиусом BR );( 021 BRRRR ==∞→

BBBBBBBB RpTTTRpTRpT 5,1;;5,0 (*)
2

(*)
1

(*)(*)
2

(*)
1 =+=== ,

а общее решение в области 0ξ≥ξ и соответствующая производная [3]  

 0(1 ) ( ) (*)i b
B BT Be T− − ξ−ξ= +% %  ;   )()1(

1

0~)1(
~

ξ−ξ⋅−−⋅
−

−= bi

B

B eB
R

bi
ds
Td

, (7) 

где BRss /)( 010 −=ξ−ξ — относительное расстояние от края цилиндрической оболочки;
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24 3(1 ) /Bb R h= −µ — параметр;

1 2B B iB= +% — комплексная постоянная.
Согласно зависимостям (7) на стыке цилиндра с тором )( 0ξ=ξ

(*)~~
BB TBT += ; B

R
bi

ds
Td

B

B ~)1(~

1

−
−= . (8) 

В силу зависимостей (2) внутренние силовые факторы 
0( )

1 2 1( cos sin ) b
BM c B b B b e− ξ−ξ= − ξ + ξ ; 2 1B BM M= µ ;

0( ) (*)
2 1 2 2( cos sin ) b

B BT B b B b e T− ξ−ξ= ξ − ξ + ; (*)
11 BB TT = .

Для сферической оболочки радиусом DR )( 21 DRRR ==  

DDDDDDDD RpTTTRpTRpT −=+=−=−= (*)
2

(*)
1

(*)(*)
2

(*)
1 ;5,0;5,0 ,

а общее решение в области 00 θ≤θ≤ и соответствующая производная [3]  

 0(1 ) ( ) (*)i a
D DT Ae T− + ⋅ θ−θ= +%% ; 0(1 ) ( )

1

(1 ) i aD

D

dT i a Ae
ds R

− + θ−θ+=
%

% , (9) 

где 0θ−θ — угловое расстояние от края сферической оболочки;

hRa D /)1(34 2 ⋅µ−= — параметр;

21
~ AiAA ⋅+= — комплексная постоянная.
Согласно зависимостям (9) на стыке сферы с тором )( 0θ=θ

(*)~~
DD TAT += ; A

R
ai

ds
Td

D

D
t)1(~

1

+= . (10) 

В силу зависимостей (2) внутренние силовые факторы 
0( )

1 2 1( cos sin ) a
DM c A a A a e− θ−θ= − θ + θ ; 12 DD MM µ= ;

0( ) (*)
2 1 2 2( cos sin ) a

D DT A a A a e T− θ−θ= θ − θ + ; (*)
11 DD TT = .

Для торовой оболочки с радиусом тора TR и радиусом его круговой оси 

0sin)( θ+= TDA RRR ;sin/)sin1(;( 21 θθα+=α== AAT RRRRR )/ AT RR=α решения в соот-
ветствии с безмоментной теорией [3]  

 (*)
1

2 sin
2 1 sin 2 (1 sin )sin

T A
T

pR pRT +α θ α= +
+α θ α +α θ θ

; (*)
2 2

1
2 2 sin

T A
T

pR pRT = −
α θ

;

(*) (*) (*)
1 2 2

3 2 sin 1
2 1 sin 2 (1 sin ) sin

T A
T T T

pR pRT T T + α θ= + = −
+α θ α +α θ θ

.

Поскольку для этих оболочек общее решение уравнения (1) невозможно представить в
форме (4), здесь вводится вспомогательная функция TV~ [4], связанная с основной функции TT~ ,

2 2(1 sin ) 2
sin tg 2

T A
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dT pRkV i
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2
3 2 sin 1
1 sin 2 1 sin2

T T
T

pR dViT
dk

+ α θ= +
+α θ +α θ θ

%
% ; 2

2 2
sin cos2

2(1 sin ) (1 sin )
T T AdT V pRi k

d
θ⋅ θ= +

θ α+α θ +α θ

% %
. (12) 

Общие выражения для вспомогательной функции (11) и ее производной 
3 / 4 (*)

1 1 2 2(1 sin ) ( )T TV C V C V V= + α θ + +% %% % % % ; (13) 

 
(*)

3 / 4 1 2
1 1 2 2

0,75 cos 0,75 cos(1 sin )
1 sin 1 sin

T TdV dV dV dVC V C V
d d d d

    α θ α θ= + α θ + + + +    θ + α θ θ + α θ θ θ     

% % % %
% %% %  , (14) 

где 12111
~ CiCC +=  и 22212

~ CiCC +=  — комплексные постоянные.
Функции 1 2,V V% % связаны с функциями Ханкеля 1-го и 2-го рода )2(

3/1
)1(
3/1 , HH [4]  

 5 / 6 1/ 3 (1,2)
1,2 1/ 3( ) 0,5 ( 2 ) ( 2 )V i i H i±ζ = π ζ ζ%











θ

θα+
θ=ζ ∫

θ

dk
0 sin1

sin .

Для этих функций и их производных в области отрицательных углов θ при 4/0 π<θ :
/ 4 2 / 3 2 5 /12 2

1 / 2 [1,293 (1 3 /8) 1,079 (1 3 / 4)]i iV i e i e i+ π + π= − π ζ + ζ + + ζ% ;

/12 2 / 3 2 5 /12 2
2 / 2 [1,293 (1 3 /8) 1,079 (1 3 / 4)]i iV i e i e i+ π − π= + π ζ + ζ + + ζ% ;

/ 4 1/ 3 5 / 3 5 /12
1 / 2 [1,293 (2 / 3 ) 1,079 3 / 2)]i iV i e i e i+ π − + π′ = − π ζ + ζ + ζ% ;

/12 1/ 3 5 / 3 5 /12
2 / 2 [1,293 (2 / 3 ) 1,079 3 / 2)]i iV i e i e i+ π − − π′ = + π ζ + ζ + ζ% ,

где ∫
θ

θ
θα−

θ
=ζ

0 sin1
sin

dk или 





 θα+θα+θ=ζ 222/3

56
9

10
31

3
2 k ;

1,2 1,2 1,2sin
1 sin

dV dV dVd k
d d d d

θζ= =
θ θ ζ −α θ ζ

% % %
.

Частное решение (*)~
TV можно представить в виде ряда [4]  

 ...4sin3cos2sincos~
4321

(*) +θψ+θψ+θψ+θψ= ccscTV
и при этом первый его член определяет выражение 

2 2
2

1
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 31
2 1 2 . .

23 4 1 21 1
2 2 2

3 4 5 2 31 1
4 2 2

A T

c

i
p R p RD k D k i

k i i
k k

k k i i
k k k

⋅+ α
 − = + = − α ψ α⋅ ⋅    + α + ⋅α  

  +
⋅ ⋅  + + α + α  

  

%
%

В силу зависимостей (2) внутренние силовые факторы:

1 2 2
cos 1Re Re

1 sin2 (1 sin )
T T T

c dM V V
dk

  α θ  = − µ +   θ + α θ + α θ    
% % ; 12 TT MM µ= ;

2
(*)

1 12 2
cos Im

tg2 (1 sin )
A

T T T
k pRT V T

k

 −α θ= + +  α θ+ α θ  
% ;
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2
(*)

2 22
1 Im

1 sin tg2
A

T T T
k pRdT V T

k d

  −= + +   + α θ α θθ    

% .

Если подставить выражения (13), (14) в зависимости (12), в области 00 ≤θ≤θ , то 
(*)

2

3 / 4 1 2
1 1 2 2

3 2 sin 1
1 sin 2 1 sin2

0,75 cos 0,75 cos(1 sin ) ;
1 sin 1 sin

T T
T

pR dViT
dk

dV dVC V C V
d d

+ α θ = ⋅ + ++ α θ +α θ θ
    α θ α θ + + α θ + + +    +α θ θ +α θ θ      

%
%

% %
% %% %

 (15) 

 
2

(*) 3 / 4
1 1 2 22

1

1 sin 2(1 sin ) ( )
tg 2(1 sin )

T A
T

T

dT pRkV C V C V i
ds R

 θ= + +α θ + + 
θ α+ α θ   

%
% %% % % . (16) 

Краевые условия сопряжения (6) торовой оболочки с цилиндрической при 0=θ и со сфе-
рической при 0θ−=θ

0
1

0
1

00

~~
;~~

=θ=θ=θ=θ ==
sd
Td

sd
Td

TT BT
BT и

0000
11

~~
;~~

θ−=θθ−=θθ−=θθ−=θ ==
sd
Td

sd
Td

TT DT
DT . (17) 

После подстановки выражений (8), (10), (15), (16) для комплексных функций и их произ-
водных для трех оболочек в условия (17) получится система линейных алгебраических уравне-
ний, решая которую можно найти значения комплексных постоянных 21

~,~,~,~ CCBA , опреде-
ляющих внутренние силовые факторы для всех трех оболочек, образующих вмятину.

Выполнен тестовый расчет цилиндрической оболочки с вмятиной при следующих исход-
ных данных: =h 0,020 м, =BR 1,0 м, =DR 1,0 м, =TR 0,25 м, =t 0,020 м )8( 0

0 −=θ ,
=p 1,6 МПа, =µ 0,3. Полученные значения нормальных напряжений 2

111 /6/ hMhT ±=σ и
2

222 /6/ hMhT ±=σ для всех трех определяющих вмятину оболочек представлены в таблице.

Результаты расчета нормальных напряжений в зоне вмятины 

Цилиндр Тор Сфера 
0ξ − ξ 1σ ,МПа 2σ ,МПа θ, град 1σ ,МПа 2σ ,МПа θ, град 1σ ,МПа 2σ ,МПа 

1,0 40,0 80,0 0 –126 –83,2 –8 260 112 
0,5 14,7 46,6 –4 174 88,1 –4 –32,0 –78,5 
0 –126 –83,2 –8 260 112 0 –24,1 –74,8 

В зоне безмоментного НДС цилиндрической оболочки вдали от вмятины 
==σ hTB /(*)

1
(*)
1 40 МПа и ==σ hTB /(*)

2
(*)
2 80 МПа, а соответствующее эквивалентное напряжение 

по теории Мизеса =σσ−σ+σ=σ (*)
2

(*)
1

2(*)
2

2(*)
1

(*) )()(e 69,3 МПа. В области же вмятины эти на-
пряжения распределены очень неравномерно, достигая наибольшей величины на стыке торовой 
и сферической оболочек: =σ max1 260 МПа и =σ max2 112 МПа. Соответствующее эквивалентное 
напряжение =σ maxe 226 МПа определяет коэффициент концентрации напряжений =σK 3,2. 
Данное значение показывает, насколько опасными с позиции прочности могут являться вмятины 
на поверхности корпусных цилиндрических оболочек машин и аппаратов высокого давления.

Предложенная методика прочностного расчета может быть использована для рекоменда-
ций относительно допускаемого давления при наличии вмятин конкретных размеров и для оп-
ределения допускаемых размеров вмятин при конкретном эксплуатационном давлении.
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