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Для исследования и оптимизации телекоммуникационных сетей и систем очень часто применя-

ется аппарат теории графов [1…3], одним из исследуемых понятий которого является “остов графа”
(“каркас графа” [4]) — связный подграф без циклов и петель, содержащий все вершины графа.
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Известны такие методы определения остова графа: построение остова минимальной стои-
мости [4, 5]; нахождение остова на основе поиска в глубину; нахождение остова на основе по-
иска в ширину; метод Краскала [6].  

Необходимость получения всех остовов возникает при:
— отсутствии или неопределенности весов ребер графа;
— наличии у ребер нескольких весов, соответствующих несвязанным между собой харак-

теристикам, из-за чего невозможно привести весовые значения ребер к одному параметру;
— наличии у ребер характеристик, определяемых диапазоном значений, а не конкрет-

ным числом.
Задача нахождения оптимального остова в этих условиях решается методом полного перебора.
Известны комбинаторные методы упорядоченного и неупорядоченного полного перебора 

подграфов графа [5, 7], на основе анализа которых находятся остовы графа. Однако эти методы 
недостаточно эффективны, т.к. с увеличением размерности задачи количество вычислительных 
операций растет в экспоненциальной зависимости.

Предлагаются методы прямого и обратного полного перебора остовов графа телекоммуни-
кационной сети с использованием монотонных булевых функций (МБФ). 

Пусть задан некоторый связный граф G = (V, Е), где V — множество вершин vn, Е— множе-
ство ребер еm. Каждое ребро инцидентно двум вершинам. Топологию графа можно задать в виде 
перечня ребер, где каждое ребро описывается совокупностью вершин, которое оно связывает.

В итоге граф телекоммуникационной сети (см. рисунок) можно описать с помощью МБФ:
— инциденции , в виде минимальной дизъюнктивной формы [8] 

 v1v2∨v1v4∨v1v5∨v2v3∨v2v5∨v3v5∨v4v5;
— кликовой, конъюнкции которой соответствуют кликам — полным подграфам или кли-

кам — полным подграфам, состоящим из вершин, любая пара которых соединена ребром,
v1v2v5∨v1v4v5∨v2v3v5;

— вершинно-реберной, число конъюнкций которой равно числу вершин 
e1e3e4∨e1e2e5∨e2e6∨e3e7∨e4e5e6e7. (1) 

Поскольку число ребер в остове графа n–1, где n — число вершин графа, то все остовы 
данного графа являются подмножеством всех подграфов данного графа из n–1 ребра. Для вы-
деления этого подмножества необходимо сформулировать условие, которому должен удовле-
творять подграф, чтобы быть остовом.

Выбор подграфа из n–1 ребер предлагается осуществлять следующим образом: т.к. каждое 
ребро может или входить или не входить в подграф, мож-
но обозначить состояние каждого ребра как 1 (входит), 
или 0 (не входит). Таким образом, множество E ребер 
графа можно представить в виде двоичного числа, коли-
чество разрядов которого равно количеству ребер графа.

Условием того, что выбранная связная группа ребер 
образует остов, будет наличие в ней всех вершин графа.
Для данного графа (см. рисунок) условия наличия прове-
ряются следующим образом:

— наличие вершины v1 в выборке, если e2∨e6 = 1;
— наличие вершины v2 в выборке, если e1∨e2∨e5 = 1; 
— наличие вершины v3 в выборке, если e1∨e3∨e4 =1; 
— наличие вершины v4 в выборке e3∨e7 = 1;
— наличия вершины v5 в выборке e4∨e5∨e6∨e7 = 1.
Условием наличия всех вершин в выборке является двойственная функция от (1)  

 (e1∨e3∨e4) (e1∨e2∨e5) (e2∨e6) (e3∨e7) (e4∨e5∨e6∨e7) = 1.   (2) 
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В предлагаемых методах прямого и обратного перебора остовов графа можно выделить 
следующие этапы:

— запись топологии исходного графа в виде вершинно-реберной МБФ; определение коли-
чества вершин n и количества ребер m;

— определение вершины с минимальным числом ребер — базовой;
— упорядочивание ребер: ребра, входящие в базовую вершину, в методе прямого перебора 

записываются первыми, а в методе обратного перебора – последними; порядок записи осталь-
ных ребер не имеет значения;

— задание первоначального подграфа: выборка его ребер описывается как двоичное число 
(далее — PodGraf), разряды которого соответствуют ребрам в порядке их записи, а значения 1 
или 0 — наличию или отсутствию определенного ребра в подграфе соответственно; количество 
разрядов PodGraf равно m, число единиц — n–1; первоначально это двоичное число равно для 
метода обратного перебора 2n-1–1, а для метода прямого перебора 2m-k+2n-2–1, где k — количест-
во ребер входящих в базовую вершину;

— для метода обратного перебора в подграфе, описываемом PodGraf, определяется нали-
чие ребер, входящих в базовую вершину; PodGraf побитно умножается на число, соответст-
вующее маске указанной вершины; маска вершины определяется следующим образом: всем 
разрядам, соответствующим ребрам, входящим в вершину присваивается значение 1, осталь-
ным разрядам — 0; если результат умножения равен 0, то подграф, описываемый PodGraf , не 
содержит базовую вершину, т.е не является остовом, и следует конец работы; иначе — переход 
к следующему этапу; для метода прямого перебора этот этап пропускается;

— последовательная проверка вхождения всех остальных вершин, кроме базовой, в полу-
ченный подграф (выполняется аналогично описанной на предыдущем этапе), если все вершины 
входят в подграф и этот подграф связный, то подграф — остов, описание которого фиксируется;

— выбор описания следующего подграфа и возврат для метода прямого перебора к преды-
дущему этапу, а для метода обратного перебора к этапу определения наличия ребер, входящих 
в базовую вершину.

Наиболее сложным для реализации является этап выбора описания следующего подграфа.
В зависимости от метода полного перебора, предлагается два алгоритма реализации этого эта-
па. В алгоритме метода прямого перебора в PodGraf производится перемещение нулевого бита 
слева направо, а метода обратного перебора — перемещение единичного бита справа налево.

В обоих алгоритмах текущее описание задается двоичным числом PodGraf, количество 
ребер в остове — kRebOst, общее количество ребер в графе — kReb, проверочная однобитная 
маска для определения наличия соответствующего ребра в описании подграфа — bit. Результа-
том работы обоих алгоритмов служит число res, описывающее следующий подграф, если res≠0. 
Если res=0, то предыдущий подграф был последним, и перебор закончен.

Алгоритм реализации этапа выбора описания следующего подграфа в методе прямого пе-
ребора:

1. res присваивается первичное значение 1, bit — 1. Рабочим элементам i и k — значение 0.
2. Проверяется условие bit&PodGraf≠0 (проверка наличия единицы в младшем разряде 

PodGraf). Если условие не выполняется, то переход на шаг 6.
3. До тех пор пока выполняются условия bit&PodGraf=1 и i<kRebOst, единичный элемент в

bit сдвигается влево на один разряд и инкрементируется значение i (т.е подсчитывается количе-
ство единиц, находящихся подряд в младших разрядах PodGraf).  

4. Если kRebOst=kReb (т.е. исходный граф является остовом), то res=0. 
5. Если res≠0, то PodGraf=PodGraf⊕bit, в bit сдвигается вправо единичный элемент на 

один разряд, и еще раз выполняется операция PodGraf=PodGraf⊕bit (тем самым происходит 
сдвиг единичного разряда влево) и res=PodGraf. Переход на шаг 12.

6. Если bit&PodGraf=0, то в bit сдвигается влево единичный элемент на один разряд,
k=k+1, и снова выполняется этот шаг.

7. Если k=kReb–kRebOst, т.е. проверяемый подграф последний, то res=0 — переход на шаг 12. 
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8. Если res≠0 то, пока bit&PodGraf≠0 и i<kRebOst, выполняются следующие действия 
PodGraf =PodGraf⊕bit, в bit сдвигается влево единичный элемент на один разряд, i=i+1.  

9. PodGraf=PodGraf⊕bit, bit=1. 
10. PodGraf=PodGraf⊕bit, в bit сдвигается влево единичный элемент на один разряд, шаг 

повторяется i–1 раз.
11. res=PodGraf.
12. Возвращается значение результата res в основную программу.
Результаты работы алгоритма метода прямого перебора графа (см. рисунок) приведены в табл. 1. 

 Таблица 1 

Результат работы алгоритма метода прямого перебора остовов графа сети 

Ребра № ите-
рации 

e2 e6 e1 e3 e4 e5 e7

Наличие остова 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 0 0 1 1 1 1
2 0 0 1 0 1 1 1
3 0 0 1 1 0 1 1
4 0 0 1 1 1 0 1
5 0 0 1 1 1 1 0

Итерации 1...5 в алго-
ритме не выполняются 

6 0 1 0 0 1 1 1 e4e5e6e7

7 0 1 0 1 0 1 1 e3e5e6e7

8 0 1 0 1 1 0 1 —
9 0 1 0 1 1 1 0 e3e4e5e6

10 0 1 1 0 0 1 1 e1e5e6e7

11 0 1 1 0 1 0 1 e1e4e6e7

12 0 1 1 0 1 1 0 —
13 0 1 1 1 0 0 1 e1e3e6e7

14 0 1 1 1 0 1 0 e1e3e5e6

15 0 1 1 1 1 0 0 e1e3e4e6

16 1 0 0 0 1 1 1 e2e4e5e7

17 1 0 0 1 0 1 1 e2e3e5e7

18 1 0 0 1 1 0 1 —
19 1 0 0 1 1 1 0 e2e3e4e5

20 1 0 1 0 0 1 1 e1e2e5e7

21 1 0 1 0 1 0 1 e1e2e4e7

22 1 0 1 0 1 1 0 —
23 1 0 1 1 0 0 1 e1e2e3e7

24 1 0 1 1 0 1 0 e1e2e3e5

25 1 0 1 1 1 0 0 e1e2e3e4

26 1 1 0 0 0 1 1 —
27 1 1 0 0 1 0 1 e2e4e6e7

28 1 1 0 0 1 1 0 —
29 1 1 0 1 0 0 1 e2e3e6e7

30 1 1 0 1 0 1 0 —
31 1 1 0 1 1 0 0 e2e3e4e6

32 1 1 1 0 0 0 1 e1e2e6e7

33 1 1 1 0 0 1 0 —
34 1 1 1 0 1 0 0 —
35 1 1 1 1 0 0 0 e1e2e3e6
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Итоговая функция описания остовов данного графа примет вид 
e4e5e6e7∨e3e5e6e7∨e3e4e5e6∨e1e5e6e7∨e1e4e6e7∨e1e3e6e7∨e1e3e5e6∨
∨e1e3e4e6∨ e2e4e5e7∨e2e3e5e7∨e2e3e4e5∨e1e2e5e7∨e1e2e4e7∨e1e2e3e7∨ (3) 
∨e1e2e3e5∨e1e2e3e4∨e2e4e6e7∨e2e3e6e7∨e2e3e4e6∨e1e2e6g∨e1e2e3e6,

или в алфавитной последовательности 
e1e2e3e4∨e1e2e3e5∨e1e2e3e6∨e1e2e3e7∨e1e2e4e7∨e1e2e5e7∨ e1e2e6e7∨
∨e1e3e4e6∨e1e3e5e6∨e1e3e6e7∨e1e4e6e7∨e1e5e6e7∨ e2e3e4e5∨e2e3e4e6∨ (4) 
∨e2e3e5e7∨e2e3e6e7∨e2e4e5e7∨e2e4e6e7∨e3e4e5e6∨e3e5e6e7∨e4e5e6e7

Алгоритм реализации этапа выбора описания следующего подграфа в методе обратного 
перебора:

1. res присваивается первичное значение 1, bit присваивается значение 2m–1, рабочему эле-
менту i присваивается значение 1.

2. Проверяется bit&PodGraf≠0, Если условие не выполняется, то переход на шаг 5.
3. До тех пор пока выполняются условия bit&PodGraf≠0, и i<kRebOst+1, то 

PodGraf=PodGraf⊕bit, единичный элемент в bit сдвигается вправо на один разряд,
инкрементируется значение i.

4. Если i=kRebOst+1, то res=0. 
5. Если res≠1, то переход на шаг 10.
6. Если bit&PodGraf=0, в bit единичный элемент сдвигается вправо на один разряд, и снова 

выполняется этот шаг.
7. PodGraf =PodGraf⊕bit.
8. В bit единичный элемент сдвигается влево на один разряд, PodGraf=PodGraf⊕bit, шаг 

повторяется i раз.
9. res=PodGraf.
10. Возвращается значение результата res в основную программу.
Поскольку разряды ребер базовой вершины являются последними, то невыполнения усло-

вия вхождения базовой вершины в подграф (итерация 31) служит концом работы алгоритма.
Все остальные комбинации уже не будут содержать ребра, связывающие базовую вершину с
остальными.

Результаты работы алгоритма метода обратного перебора графа (см. рисунок) приведены в табл. 2. 
Итоговая функция описания остовов данного графа методом обратного перебора 

e2e4e6e7∨e2e3e6e7∨e1e2e6e7∨e2e3e4e6∨e1e2e3e6∨e4e5e6e7∨e3e5e6e7∨
e1e5e6e7∨e1e4e6e7∨e1e3e6e7∨e3e4e5e6∨e1e3e5e6∨e1e3e4e6∨e2e4e5e7∨ (5) 
e2e3e5e7∨e1e2e5e7∨e1e2e4e7∨e1e2e3e7∨e2e3e4e5∨e1e2e3e5∨e1e2e3e4,

после упорядочения в алфавитной последовательности, аналогично (4).  
Таким образом, оба метода приводят к одной функции, описывающей остовы графа (см.

рисунок), которую назовем остовной МБФ [9]. 
В методе прямого перебора последовательность проверяемых подграфов соответствует 

возрастающей последовательности всех m — разрядных двоичных чисел с n–1 единицей. Дока-
жем, что обратный алгоритм также перебирает все подграфы с n-1 ребром рассматриваемого 
графа, как и прямой.

Лемма 1. В методе обратного перебора перебираются все возможные подграфы из задан-
ного количества ребер.

Доказательство. Сравниваем результаты работы рассмотренных алгоритмов. Каждая i-я
итерация (см. таблицу 2) является зеркальным отражением (k–i+1)-й итерации (см. таблицу 1), 
где k — общее количество итераций в таблице.

Таким образом, можно сделать вывод, что метод прямого перебора более эффективен, чем 
метод обратного перебора. Однако последний проще реализуется.
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 Таблица 2 

Реализация обратного перебора остовов графа сети 

Ребра № ите-
рации e1 e3 e4 e5 e7 e2 e6

Наличие остова 

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0 0 0 1 1 1 1 —
2 0 0 1 0 1 1 1 e2e4e6e7
3 0 1 0 0 1 1 1 e2e3e6e7
4 1 0 0 0 1 1 1 e1e2e6e7
5 0 0 1 1 0 1 1 —
6 0 1 0 1 0 1 1 —
7 1 0 0 1 0 1 1 —
8 0 1 1 0 0 1 1 e2e3e4e6
9 1 0 1 0 0 1 1 —

10 1 1 0 0 0 1 1 e1e2e3e6
11 0 0 1 1 1 0 1 e4e5e6e7
12 0 1 0 1 1 0 1 e3e5e6e7
13 1 0 0 1 1 0 1 e1e5e6e7
14 0 1 1 0 1 0 1 —
15 1 0 1 0 1 0 1 e1e4e6e7
16 1 1 0 0 1 0 1 e1e3e6e7
17 0 1 1 1 0 0 1 e3e4e5e6
18 1 0 1 1 0 0 1 —
19 1 1 0 1 0 0 1 e1e3e5e6
20 1 1 1 0 0 0 1 e1e3e4e6
21 0 0 1 1 1 1 0 e2e4e5e7
22 0 1 0 1 1 1 0 e2e3e5e7
23 1 0 0 1 1 1 0 e1e2e5e7
24 0 1 1 0 1 1 0 —
25 1 0 1 0 1 1 0 e1e2e4e7
26 1 1 0 0 1 1 0 e1e2e3e7
27 0 1 1 1 0 1 0 e2e3e4e5
28 1 0 1 1 0 1 0 —
29 1 1 0 1 0 1 0 e1e2e3e5
30 1 1 1 0 0 1 0 e1e2e3e4

31 0 1 1 1 1 0 0 Не выполнена проверка по 
наличию в подграфе 1 узла 

32 1 0 1 1 1 0 0 
33 1 1 0 1 1 0 0 
34 1 1 1 0 1 0 0 
35 1 1 1 1 0 0 0 

Итерации 32...35 в алгоритме 
не выполняются 

При сравнении существующих комбинаторных методов [5, 7] с предлагаемыми видно, что 
для указанной задачи реализация полного неупорядоченного перебора потребует 74 или 2401 
итерацию, метод упорядоченного перебора потребует 7⋅6⋅5⋅4=840 итераций.

Рассмотрим задачу выбора решения о проведении последовательности ремонта в телекомму-
никационной сети, описанной графом (см. рисунок). Перебор всех остовов позволяет найти ребра,
чаще всего входящие в остовы, т.е. ребра (связи, каналы, маршруты), выход которых из строя мо-
жет привести к максимальным потерям при функционировании телекоммуникационных сетей.

Исследуя итоговую функцию описания остовов (4), можно отметить, что ребро e1 встречает-
ся в функции 12, e2 — 13, e3 — 13, e4 — 10, e5 — 10, e6 — 13, e7 — 13 раз, т.е. в первую очередь 
необходимо уделить внимание ребрам e2, e3, e6, e7, затем ребру e1, и в конце — ребрам e4 и e5.
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Для реализации данных методов написаны программы для ПЭВМ, позволяющие находить 
остовы графов содержащих до 32 ребер.

В целом, применение предлагаемых методов поиска остовов графа позволяет упростить 
решение задач исследования и проектирования телекоммуникационных сетей.
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