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Б.О. Коротаєв, О.О. Буров, В.Я. Гамолич. Дисипація енергії в’язкої циркулюючої рідини. Дослі-
джено дисипативну функцію циркулюючого потоку в’язкої рідини. Знайдено максимальний час нагрі-
вання до заданої температури тороїдального потоку рідини, циркулюючої в замкнутому контурі.
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Б.А. Коротаев, А.А. Буров, В.Я. Гамолич. Диссипация энергии вязкой циркулирующей жидко-
сти. Исследована диссипативная функция циркулирующего потока вязкой жидкости. Найдено макси-
мальное время нагрева до заданной температуры тороидального потока жидкости, циркулирующей в
замкнутом контуре.
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механическая энергия.

B.A. Korotaev, A.A. Burov, V.Ya. Gamolich. Energy dissipation in a viscous circulatory liquid. The dis-
sipative function of a circulatory flow of viscid liquid is investigated. The maximum time of heating the toroidal 
stream of liquid circulating in a closed contour up to the preset temperature is found. 

Keywords: viscous liquid, dissipative function, volute pump, spiral of Archimedes (Archimedean spiral), 
mechanical energy. 

 
Диссипация — переход механической энергии макроскопического движения несжимаемой 

сплошной среды в тепловую энергию хаотического движения ее молекул — осуществляется, в
конечном счете, молекулярным переносом импульса, то есть вязким трением [1]. Она опреде-
ляет необратимые потери напора потока жидкости в технических устройствах, например, в на-
сосах и теплогенераторах [2]. Поэтому представляет теоретический и практический интерес 
анализ диссипативных функций циркулирующих потоков вязкой несжимаемой жидкости.

Простейшая диссипативная функция движения вязкой несжимаемой жидкости содержит 
десять производных и представляется в декартовой системе координат [3] в виде 

2 2 22 22

( , , ) 2 y yx x x xz z zV VV V V VV V Vx y z
x y z y x z y x z

  ∂ ∂     ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂      Φ = µ + + + + + + + +           ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          
, (1) 

где µ ― динамический коэффициент вязкой жидкости,
Vx, Vy, Vz, ― проекции скорости жидкости на координатные оси, соответственно .
Диссипация уменьшается при эквидистантных траекториях частиц жидкости в потоке. Ус-

ловие минимизации диссипативной функции 

0z z zV V V
x y z

∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂

.

Нижняя оценка диссипативной функции в таком случае определяется неравенством 
2 2 222

2 y y yx x zV V VV V V
x y y x y z

  ∂ ∂ ∂      ∂ ∂ ∂   Φ> µ + + + + +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂          
. (2) 
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Нагнетание жидкости ускоряется при замене ламинарного режима турбулентным режимом 
ее течения. Турбулентное течение сопровождается переходом механической энергии от усред-
ненного к пульсационному движению, как суперпозиция этих движений. Положительный ра-
диальный градиент центробежной силы инерции, возникающей в криволинейном потоке, ста-
билизирует течение жидкости. Отрицательный градиент делает его неустойчивым [4]. 

Связь между проекциями скорости жидкой частицы в декартовых и криволинейных коор-
динатах представлены в общем случае уравнением 

x y zV i V jV k V l V l V lσ σ τ τ ϕ ϕ+ = + + , (3) 

где k, i, j, lσ, lτ, lφ ― криволинейные координаты. Скалярное умножение обеих частей равенст-
ва (3) на соответствующие декартовые орты приводит к системе уравнений:

11 22 33

11 22 33

11 22 33

1 1 1 ;

1 1 1 ;

1 1 1 ,

x

y

z

x x xV V V V
g g g

y y yV V V V
g g g

z z zV V V V
g g g

σ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

 ∂ ∂ ∂= + +
∂σ ∂τ ∂ϕ

 ∂ ∂ ∂ = + + ∂σ ∂τ ∂ϕ
 ∂ ∂ ∂ = + +

∂σ ∂τ ∂ϕ

(4) 

где gii ― компоненты матричного тензора (g11=gσσ, g22=gττ, g33=gφφ). Ы
Уравнения (2) и (4) дают криволинейные координаты для диссипативной функции.
Поверхность тора — простейшая форма границ циркулирующей жидкости. Изображение 

диссипационной функции при преобразовании внутри тора 
cos ( cos );
sin ( cos );

sin ,

x a r
r a r
z r

= α + β
 = α + β
 = β

(5) 

где а― радиус центральной линии тора,
r ― расстояние точки потока от центральной линии тора,
α― полярный угол точки центральной линии тора,
β ― центральный угол внутри поперечного сечения тора.
Связи между (3) и (5) представлены равенствами:

r=σ, α=φ и β=τ, при а>0,   0≤r≤r0, –2π≤α≤2π и –2π≤β≤2π,
где r0 ― радиус сечения тора.

Компоненты метрического тензора в системе криволинейных координат r, α и β опреде-
ляются равенствами g11=1, g22=(а+rcosβ) и g33=r2 при условии ортогональности g12=g13=g23. С
учетом (5) из (4) следует система уравнений:

cos sin sin cos cos ;

cos sin sin cos cos ;

cos sin .

x r

y r

y r

V V V V
V V V V
V V V

α β

α β

β

 = α β+ α+ α β


= α β+ α+ α β
 = α+ β

(6) 

Уравнения (5) и (6) позволяют определить диссипативную функцию тороидального цир-
кулирующего потока несжимаемой вязкой жидкости и производные в зависимости (1). Каждая 
из этих производных представляется в системе криволинейных координат r, α, β дробным ра-
циональным выражением, составленным из громоздких тригонометрических комплексов в
числителе и знаменателе. Их анализ упрощается при эквидистантных траекториях движения 
жидких частиц циркулирующего потока и справедливости условий 
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0 и 0r

V VV V β α
α

∂ ∂
= = − =

∂α ∂β
. (7) 

Если в плоскости симметрии тора при β=0 

 
2

2

2 1 ,q rV
RRα

  = −   π   
то 

2

4V q
r R
α∂

∂ π
и значения производных в оценке (2) при α=0 определяются как 

2 2

2 2

2 ( ) 40; ;x x xV V Vq R r qr
x y zaR R

∂ ∂ ∂−= =
∂ ∂ ∂π π

 

2 2

2 2

2 ( ) 80; ,y y yV V Vq R r qr
x y zaR R

∂ ∂ ∂−= =
∂ ∂ ∂π π

 

где q ― расход циркулирующего потока,
R ― средний радиус площади его поперечного сечения.
С их учетом неравенство (2) принимает вид 

22 2 2
2

0 4

2 20 3 ,q R rr
aR

  −   Φ > µ +     π    
а нижняя оценка диссипативной функции тороидального циркулирующего потока определяется 
равенством 

22 2 2
2

0 2 4

4 2 20 3 .q R rr
aR

  µ −   Φ > +     π π    
(8) 

Согласно (8) оценка выделяемой за одну секунду теплоты равна 
P

2
0 0

0

4Q rdr= π α Φ∫
или 

1 2 2

0 4

8 (10 )q a RQ
aR

µ −= . (9) 

Если m ― масса изолированной циркулирующей жидкости, ρ и с ― ее плотность и тепло-
емкость, то необходимая для нагрева жидкости теплота 

Q=mc(T–T0), (10) 
где Т0 и Т― температура жидкости до и после нагревания, соответственно.

С учетом (9) и (10) оценочное время нагревания циркулирующей жидкости в результате 
диссипации ее механической энергии 

2 2 2

2 24 (10 )
R c Tt

q a R
π α ρ ∆=
µ −

, (11) 

где ∆Т=Т–Т0,
ρ — плотность исследуемой жидкости,
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µ — вязкость жидкости.
Обобщение полученной для тороидальных потоков зависимости на потоки иной формы 

имеет вид 
2 2

2 28 (5 2 )
pc TP St
q P S
∆=

πµ − π
, (12) 

где P ― периметр контура средней линии циркулирующего потока,
S ― площадь поперечного сечения потока.
Полученные зависимости пригодны для расчетов параметров гидродинамических теплоге-

нераторов с циркулирующими теплоносителями.
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