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А.М. Тігарєв, Т.Г. Тігарєва. Застосування інваріантів при визначенні закону розподілу дисперс-
ного складу порошків. Запропоновано методику вибору й застосування інваріантів при визначенні за-
кону розподілу дисперсного складу порошків. В основі методики лежить положення, що існує функціо-
нальна залежність між (i+1)-ми початковими моментами mk (0; 1;…; i+1), які характеризують аналітичні 
закони розподілу. Наведено використання методики для одно- і двохпараметричних законів, а також ін-
варіанти для 9-ти законів розподілу. Запропоновано методику визначення повного закону розподілу на 
підставі експериментальних даних. 

Ключові слова: дисперсний склад, закон розподілу, гістограма щільності ймовірності, критерії зго-
ди, інваріанти розпізнавання. 

А.М. Тигарев, Т.Г. Тигарева. Применение инвариантов при определении закона распределения 
дисперсного состава порошков. Предложена методика выбора и применения инвариантов при опреде-
лении закона распределения дисперсного состава порошков. В основе методики лежит положение, что 
существует функциональная зависимость между (i+1)-ми начальными моментами mk (0; 1;…; i+1), харак-
теризующими аналитические законы распределения. Приведено использование методики для одно- и 
двухпараметрических законов, а также инварианты для 9-ти законов распределения. Предложена мето-
дика определения полного закона распределения на основании экспериментальных данных. 
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technique for detemining of the full law of distribution on the basis of experimental data is offered. 
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Порошковые материалы широко применяются в порошковой металлургии, химической, 

электронной, строительной, пищевой, фармацевтической, микробиологической и др. отраслях 
промышленности. Они представляют собой двухфазные дисперсные системы, состоящие из 
жидкой или газовой дисперсионной среды и дисперсной фазы из твердых частиц. Основные 
свойства порошков определяются дисперсным составом (ДС), который обычно оценивают ус-
редненными показателями — средний арифметический, медианный диаметры частиц, полная, 
удельная поверхность дисперсной фазы. Показатели определяют технологические параметры 
дисперсных систем — насыпную массу, плотность упаковки, текучесть и др., влияющие на ка-
чество порошков и изделий из них — электро-, радиоматериалов, люминофоров, композитов, 
абразивов, пигментов и др. Внедрение новых технологий, использующих порошковые материа-
лы, повышение требований к качеству продукции и ее конкурентоспособности, к снижению 
себестоимости обусловливает необходимость получения порошков с заданным ДС. Наиболее 
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информативной характеристикой ДС является функция распределения частиц по размерным 
параметрам, например, эквивалентным диаметрам, позволяющая определять содержание любой 
фракции дисперсной фазы в порошке.  

Результат анализа ДС порошков на основе дифференциальных методов чаще всего пред-
ставляют гистограммой плотности вероятности F распределения частиц по размерному пара-
метру, обычно — эквивалентному диаметру. Для аналитического описания закона распределе-
ния однокомпонентных порошков были предложены различные выражения [1], представляю-
щие собой их математическую модель по размерным параметрам частиц. Законы распределе-
ния, описывающие распределения частиц, получаемых в технологических процессах измельче-
ния, распыления, дробления и т.д., являются в основном одномодальными [1, 2]. При проведе-
нии анализа часто неизвестен вид закона распределения, которому подчиняются порошки. Для 
выяснения вида закона распределения по экспериментальным результатам анализа ДС приме-
няют проверку с помощью статистических гипотез. Степень соответствия, т.е. количественная 
оценка между выдвинутой гипотезой и статистическими критериями устанавливается с помо-
щью критериев согласия, например, χ2, Колмогорова. 

Известные критерии согласия дают методику оценки степени приближения выбранного 
аналитического закона распределения к эмпирическому закону распределения в виде гисто-
граммы или полигона [1]. Эта методика не рассматривает вопрос о выборе аналитического за-
кона для проверки его согласия с эмпирическим. Недостаток такой методики подбора аппрок-
симирующих распределений состоит в неоднозначности выбора, поскольку известно несколько 
аналитических законов, которыми сглаживают эмпирические распределения, удовлетворяя из-
вестным критериям согласия. Это вызывает необходимость разработки методики однозначного 
выбора аналитического закона распределения из множества других, описывающих порошки. 

В основу распознавания вида известных законов распределения следует положить новый 
подход, обеспечивающий уменьшение вычислительных операций и соответственно уменьше-
ние времени расчетов. Для этого необходимо введение новых критериев — инвариантов, кото-
рые целесообразно представить в виде безразмерных комплексов, представляющих определен-
ные функции от статистических параметров и принимающих постоянные значения. Это значит, 
что для каждого закона распределения должны быть однозначно определены инварианты, ко-
торые соответствуют только этому закону. Предлагается единая методологии поиска инвариан-
тов распознавания известных непрерывных одномодальных законов распределения для описа-
ния порошков. 

Если закон имеет i независимых параметров, можно получить функциональную зависи-
мость между (i+1)-ми начальными моментами mk (0; 1;…; i+1), т.е. параметрическую функцию 
начальных моментов, содержащую параметры закона распределения. Отсюда следует, что су-
ществует i+1 уравнений для выражения моментов, в которых содержится i параметров. Поэто-
му нахождение зависимости между моментами сводится к исключению i параметров из i+1 
уравнений. Записав эту зависимость в неявном виде, получим инвариант, который для данного 
закона принимает нулевые значения, т.е. 
 1 2( , ,..., ) 0kf m m m = .  

Для законов распределений, имеющих различное число параметров, необходимо ввести 
параметрические функции начальных моментов 

 1, 1
0

( ..., ) ( , ,..., )k
ik i iP P x f x P P dx

∞

φ = ∫    (i,k=1,…,4), 

где  φik(Р1,…,Рi) — соответственно параметрические функции k моментов i параметров; 
 f(δ,Р1,…,Рi) — плотности вероятности распределений, содержащие i параметров; 
 δ — случайный размерный параметр, например, диаметр частиц дисперсной фазы; 
 k — порядок момента. 

Для получения инварианта однопараметрической плотности вероятности f(х,Р) при Р=Р1 
достаточно знать два начальных момента 
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 m1=φ11(Р) при k =1   и   m2=φ21(Р) при k =2. 
Запишем обратные функции для последних двух равенств 

 ψ11(т1)=Р и ψ21(т2)=Р. 
Исключая из них параметр Р, получим ψ11(т1)=ψ21(т2). Отсюда следует, что второй на-

чальный момент можно представить функцией от первого, т. е. т2= ψ(т1). 
Итак, для каждого однопараметрического закона распределения существует функция зави-

симости т2 от т1. Таким образом, критерий распознавания такого закона можно представить в 
явном виде как т2= ψ(т1) или в неявном виде как 
 Ω1(т1, т2)=0, (1) 
где  т1, т2 — известные начальные эмпирические моменты. 

Левая часть равенства (1) является критерием распознавания однопараметрического зако-
на по двум начальным моментам m1 и m2. Чем ближе значение Ω1 к нулю, тем лучше сглажива-
ется эмпирическое распределение однопараметрическим законом. Итак, для каждого однопа-
раметрического закона существует двухмерная функция Ω1(m1, m2), которая принимает нуле-
вые значения только для этого закона.  

Аналогично рассуждая, запишем функции распознавания для двухпараметрических законов 

 
12 1 2 1

22 1 2 2

32 1 2 3

( , ) ,
( , ) ,
( , ) .

P P m
P P m
P P m

ϕ =⎧
⎪ϕ =⎨
⎪ϕ =⎩

 (2) 

Из (2) получим обратные функции 
 2 12 1 1( , )P P m= φ ;    2 22 1 2( , )P P m= φ ;   2 32 1 3( , )P P m= φ ,  
которые сводятся к двум равенствам 
 12 1 1 22 1 2( , ) ( , )P m P mφ = φ  
 12 1 1 32 1 3( , ) ( , )P m P mφ = φ . 
Отсюда две обратные функции ξ1, ξ2 
 1 1 2 1( , )m m Pξ = ,    2 1 3 1( , )m m Pξ = . 
После приравнивания левых частей этих равенств 
 1 1 2 2 1 3( , ) ( , )m m m mξ = ξ . 
Откуда следует существование неявной функции трех переменных, которая обращается в нуль 
при подстановке первых трех начальных моментов, т.е. 
 1 2 3( , , ) 0m m mξ = . 

Аналогично для распределений с тремя и четырьмя параметрами можно получить необхо-
димые для распознавания законов признаки 
 1 2 3 4( , , , ) 0m m m mη = . 

Получена обобщенная классификация инвариантов распознавания законов распределения 
дисперсной фазы порошков по размерным параметрам, принимающих нулевые значения для 
каждого закона (табл. 1). 

Выполним классификацию известных непрерывных одномодальных законов распределе-
ния по размерности множества параметров [2]: 

— однопараметрические: показательно-степенной, Релея, экспоненциальный, Мартина, 
Годена–Андреева, Андреасена, Ромашова; 

— двухпараметрические: гамма-распределение, m-распределение (Накагами), Эрланга R-
го порядка, Вейбулла, Вейнига, Розина-Раммлера, Авдеева, Нукаяма-Танасавы, Загустина, нор-
мальный, логнормальный; 

— трехпараметрические: Свенссона; 
— четырехпараметрические: Пирсона. 
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Таблица 1 

Классификация инвариантов распознавания законов распределения дисперсной фазы порошков  
по размерным параметрам 

Количество параметров закона распределения Инварианты распознавания 
1 1 2( , ) 0m mΩ =  
2 1 2 3( , , ) 0m m mξ =  
3 1 2 3 4( , , , ) 0m m m mη =  

 
Анализ законов, описывающих ДС порошков, показывает, что их можно классифициро-

вать по количеству параметров [1, 3]. Отметим, что существуют некоторые законы распределе-
ния, которые путем замены обозначения параметров сводятся к одному. Так, законы Релея и 
Розина-Раммлера являются распределением Вейбулла; закон Андреасена можно свести к гам-
ма-распределению, а законы Ромашова, Вейнига, Загустина и Авдеева либо сводятся к распре-
делению Нукаяма-Танасавы, либо являются его частными случаями. Отсюда следует, что инва-
рианты достаточно определить для девяти законов (табл. 2).  

На основе предложенной методологии разработана и реализована методика распознавания 
законов распределения, содержащая вычисление значений девяти табличных инвариантов и 
определение минимального модуля их значений. Закон с наименьшим модулем значения инва-
рианта принимается для аппроксимации эмпирического распределения. Если минимальное 
значение инварианта по абсолютной величине больше 0,05, то ни один из восьми законов не 
выбирается. Выбирается закон Пирсона, наиболее общий из одномодальных распределений, 
т.к. включает 12 известных классических законов распределений (Гаусса, Коши, гамма и т.д.). 
В обобщенном виде алгоритм предложенной методики распознавания законов распределения 
показан на рисунке. 

 

Выбор закона 
распределения 

Начало 

Ввод эмпирических данных 

Обработка гистограммы

Вычисление эмпирических моментов т

Вычисление инвариантов распознавания (табл. 2)

Расчёт параметров теоретического распределения 

Определение заданного минимального 
модуля инварианта 

Проверка адекватности эмпирического и теоретического закона распределения  

Конец  
Алгоритм распознавания законов распределения 

По вычисленным значениям параметров можно определить, какой конкретный теоретиче-
ский закон распределения следует выбрать для аппроксимации гистограммы. Затем, вычисляя 
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среднеквадратическое отклонение эмпирической гистограммы от теоретической, можно судить 
о пригодности аппроксимации теоретического закона распределения. 

Таблица 2 
Инварианты распознавания законов распределения 

Количество па-
раметров распре-

деления 
Закон распределения Параметры 

закона 
Инвариант, 

0ω =  

1 
Экспоненциальный 

xe−λλ  
λ  2

21
1

−
+ ν

 

2 

Гамма-распределение 

( )1

1
1

x

x e
−

α β
α+β Γ α +

 
α  
β  

( )2
2 1

3 1 2

2
1

m m

m m m

−
−

−
 

Эрланга R-го порядка 

( )
1

1

R
R xx e

R

+
−λλ

Γ +
 

λ  
R 

( )( )
( )( )

2
3 1 2 1 2

2
3 1 2 1 2

2
1

3

m m m m m

m m m m m

− −
−

− − −
 

Вейбулла 
1 kxk x e

αα− −α  
α  
k 

2 3
1 1

1 2
2 3

m m
m m

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
α − α⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

* 

m-распределение (Накагами) 

( )

2
22 1

2

2 m x
mm x e

m
− δ⎛ ⎞

⎜ ⎟Γ δ⎝ ⎠
m≥ 1

2
 

т 
δ  

( )
( ) ( )

22
1

2

0,5
1

mm
m m m

Γ +
−

Γ Γ +
** 

Нормальный 
2

2
( )

21
2

m

e
− δ−δ

σ

πσ
 

т 
δ  1 2 1 2γ + γ − γ γ  

Логнормальный 
2

2

(ln )1 exp
22

m⎧ ⎫δ − δ⎪ ⎪−⎨ ⎬
σδσ π ⎪ ⎪⎩ ⎭

 
т 
δ  

2 3
1 1

2 2

m m
m m

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Нукаяма-Танасава 
ka aAx e− δ  

а, 
k ( ) ( )2 2

1 2 1 2a a b b− + − *** 

4 
Пирсона 

2
0 0 1 2

( )
exp

2
mA d

b b b

δ δ − δ
δ

+ δ + δ∫  

mδ  
b0 
b1 
b2 

( )
( )
( )

0

1 0

1 0
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Среднеквадратичное отклонение является наиболее информативной оценкой погрешности 
измеряемой величины во всем диапазоне ее изменения. Одним из методов проверки адекватно-
сти выбранного закона распределения может быть условие 

 2

1

1 ( )
k

i i
i

P F
k =

− Δ ≤ ε∑ ,  

где  Рi — параметр, представляющий интервальные эмпирические вероятности; 
 ΔFi = Fi–Fi–1 — интервальные теоретические вероятности; 
 ε — максимально допустимое отклонение. 

Таким образом, для распознавания закона распределения ДС частиц дисперсных материа-
лов по размерным параметрам на основании экспериментальных данных предложена методика 
определения инвариантов для 9-ти аналитических законов распределения.  
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