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УДК 539.3      А.И. Соловьев, канд.физ.-мат. наук 
 

ПЛОСКАЯ ДЕФОРМАЦИЯ ПРОСТРАНСТВА, СОДЕРЖАЩЕГО 

ЦИЛИНДРИЧЕСКУЮ ПОЛОСТЬ И ДВЕ НЕПОДВИЖНЫЕ 

ЖЕСТКИЕ ПЛАСТИНКИ 

 
Предлагается аналитический метод решения плоских краевых за-

дач теории упругости для неограниченного тела, содержащего цилинд-
рическую полость и две неподвижные жесткие пластинки (две плоские 
трещины). Этот метод основан на применении векторных соотношений 
между базисными решениями уравнения Ламе в полярных и биполяр-
ных координатах и приводит к бесконечным системам линейных алгеб-
раических уравнений с экспоненциально убывающими матричными эле-
ментами, что позволяет провести эффективные асимптотический и чис-
ленный анализы напряженно-деформированного состояний рассматри-
ваемого тела. 

Распределение напряжений вблизи полостей, включений и трещин 
носит отчетливо выраженный локальный характер. Это позволяет рас-
пространить ряд результатов для неограниченных тел на тела конечных 
размеров. Аналитические решения плоских задач для тел с дефектами и 
включениями находят применение в инженерных методах расчетов на 
прочность пространственных тел для получения приближенных и интер-
поляционных оценок. 

Начала реализуемого в статье подхода (обобщенного метода Фу-
рье) заложены в работах [1-4], в которых получены формулы разложе-
ния скалярных и векторных решений уравнений равновесия упругого те-
ла в различных парах канонических криволинейных координатных сис-
тем и на их основе решен ряд плоских и пространственных задач меха-
ники деформируемого твердого тела. 

Рассмотрена задача о равновесии упругого пространства, содер-
жащего туннельную цилиндрическую полость и две полубесконечные 
жесткие пластинки, лежащие в одной плоскости. 

Разложением по малому геометрическому параметру получены 
простые формулы, характеризующие распределение нормальных на-
пряжений вблизи ребер пластинок. 

Пусть х, у; х1, у1; ρ1, ϕ1; α, β; α, σ – декартовы, полярные и биполяр-
ные координаты, определяемые равенствами 
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Уравнение β=const (σ=const) определяет семейство дуг окружно-

стей, проходящих через точки х=±a, y=0. Величина β (σ) измеряется уг-
лом между касательной к дуге в точке x=a, y=0 и отрезком [-a, a] (лучом 

((a, ∞)) оси х [5]). 
Однородные уравнения равновесия в перемещениях в случае изо-

тропного упругого тела сводятся к векторному уравнению Ламе 

grad div +(1-2ν)∆ =0     (1) 

(  – вектор упругих перемещений; ν– коэффициент Пуассона). 
Базисные решения уравнения (1) в полярных и биполярных коор-

динатах представим в виде вектор-функций 

     

(2)

 

 

(3)

 
( ,  – орты декартовой системы координат, =3-4ν). 

Решения (2), (3) связаны соотношениями 

 (α,β;τ)= ( ) (n 1)
n 1

n 1

D ( ) a d
∞ − −

−
=

τ −∑ 1 1( , )ρ ϕ ; 

 (α,β;τ)= ( ) (n 1)
n 1

n 0

i
D ( ) a d

2

∞ − +
+

=
− τ −∑ 1 1( , )ρ ϕ + 

+ ( ) (n 1)
n 1

n 2

i
D ( ) a d (n 1

2

∞ − −
−

=
τ − − −∑ ) 1 1( , )ρ ϕ ;                          (4) 

1 1( , )ρ ϕ =( ) (n 1)
n 1a d C ( )

∞
− +

+
−∞

− τ∫ ( , ; )dα σ τ τ ; 

1 1( , )ρ ϕ = ( ) (n 1)
n 1i a d C ( )

∞
− −

−
−∞

− τ∫ [ ( , ; )α σ τ -i(n-1+ ) ( , ; )α σ τ ]dτ . 

Здесь 
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   Г(z) – гамма-функция. 

При выводе соотношений (4) использованы разложения базисных 
решений уравнения Лапласа в полярных и биполярных координатах [4] 
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Применим соотношения (4) к решению задачи о напряженном со-

стоянии упругого пространства, содержащего цилиндрическую полость 

0≤ρ1<R, -∞<z<∞ и две неподвижные полубесконечные жесткие пластинки 

х>a, у=0, -∞<z<∞. Пусть пластинки сцеплены с пространством, а по-

верхность полости ρ1=R находится под воздействием гидростатического 
давления интенсивностью σ0 >0. Тогда граничные условия на поверхно-

сти ρ1=R и условия сцепления вдоль полуплоскостей х>a, у=0, -∞<z<∞ 

(β=±π) имеют вид 
 

01ρσ = −σ , 11 1
0 ( R);ρ ϕτ = ρ =  ( )x yu 0, u 0= = β = ±π   (5) 

 
( xu , yu – компоненты вектора перемещений в декартовых координатах; 

ρσ
1

, ρ ϕτ
1 1

– компоненты тензора напряжений в цилиндрических коорди-

натах). 

С учетом симметрии задачи по координате у(β) общее решение 
уравнения (1) представим в следующей форме: 
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Удовлетворяя условиям (5) на основе общего решения (6) и соот-

ношений (4), после ряда простых преобразований получаем систему ин-
тегро-алгебраических уравнений 
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G – модуль сдвига. 
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систему интегро-алгебраических уравнений (7) сводим к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений относительно величин nx  
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Существенно, что величина (аналог коэффициента интенсивности 
нормальных напряжений в окрестности ребра трещины) 

±
β=→±

 = σ  
y 0x a

K lim 2 a xm  

находится непосредственно через решение системы (8): 
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для вычисления величин m,kI  получаем простую формулу 
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Из условия (9) вытекает квазирегулярность бесконечной системы 
(8) для любого ε∈(0;1), а из неравенства ≤ − θnS 1  (0<θ<1), n=0,1,2,…; 

0<ε≤0,5 – ее полная регулярность при 0<ε≤0,5. 
Решая бесконечную систему (8) методом малого параметра и ог-

раничиваясь при этом членами до порядка ε4 , для величины ±K  и нор-
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мальных напряжений вблизи ребер пластинок получаем простые асим-
птотические формулы 
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