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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ УПРУГОСТИ  

О ДЕЙСТВИИ СОСРЕДОТОЧЕННОЙ СИЛЫ НА ТРАНСВЕРСАЛЬНО 

ИЗОТРОПНОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО С  НЕПОДВИЖНЫМ 

ОСНОВАНИЕМ В ВИДЕ ДВУПОЛОСТНОГО ГИПЕРБОЛОИДА 

ВРАЩЕНИЯ 

 

 Исследованием напряженно-деформированного состояния в 
пространственных канонических телах с усложненными физико-
механическими свойствами, в частности с трансверсальной изотропией 
материала тела, занимались многие авторы. При этом применялись 
разные подходы. В работе [1] использовался один из вариантов метода 
однородных решений. Метод разделения переменных применялся в 
работах [2–4]. Особенно отметим работу [4], где методом Фурье 
построены точные решения уравнений равновесия трансверсально 
изотропного параболоида вращения. Подчеркнем, что в известной нам 
научной литературе отсутствуют исследования НДС в трансверсально 
изотропных многосвязных канонических телах, ограниченных 
координатными поверхностями нескольких криволинейных систем 
координат. Исключением являются работы [5, 6], в которых используется 
обобщенный метод Фурье (ОМФ). Заметим, что аппарат ОМФ для 
различных пар криволинейных координат в трансверсально изотропном 
случае был развит в работе [7].  В настоящей статье с помощю ОМФ 
проведен анализ напряжений, создаваемых сосредоточенной силой, 
действующей нормально на трансверсально изотропное 
полупространство с неподвижным основанием в виде двуполостного 
гиперболоида вращения. Задача сведена к системе разрешающих 
уравнений, для оператора которой исследовано условие 
фредгольмовости. Проведен численный анализ распределения 
напряжений на основании и в окрестности оси симметрии. Приведен 
качественный анализ напряжений в зависимости от геометрических 
параметров. 
 1. Постановка задачи. Рассмотрим первую осесимметричную 
краевую задачу теории упругости для трансверсально изотропного 
полупространства с неподвижным основанием в виде двуполостного 
гиперболоида вращения. Предполагается, что тело занимает область 
Ω , с центром двуполостного гиперболоида вращения совмещено 

начало декартовой системы координат ( )321 x,x,x , а оси 3Ox  

анизотропии и симметрии рассматриваемого тела совпадают. 
Исследуется краевая задача для системы уравнений равновесия в 
перемещениях трансверсально изотропной среды 
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 2. Построение общего решения. Вводятся две вытянутые 

сфероидальные системы координат ( )ϕηξ ,, jj  ( )21,j = , координаты 

которых связаны с цилиндрическими координатами соотношениями: 
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Рисунок 1 – Геометрическое 
представление задачи  
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Уравнения поверхности основания в виде двуполостного гиперболоида 

вращения запишутся так: 0jj η=η . На  граничной поверхности должны 

выполняться следующие соотношения: 

202101 η⋅=η⋅ sincsinc ; 

20221011 η⋅ν=η⋅ν cosccosc . 

Тогда 

0jjj
j

cosc

z
ch

η⋅ν
=ξ  на поверхности сфероида не зависит от j . 

 Будем искать общее решение задачи в виде 
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)x(Pm
κ  – присоединенная функция Лежандра первого рода.  

 Для базисных перемещений в цилиндрических и сфероидальных 
координатах справедливы следующие теоремы сложения: 
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С помощью теорем сложения (7), (8) преобразуем решение 
отдельно к цилиндрическим и сфероидальным координатам: 
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Переходя к напряжениям в (9), (10) на поверхностях 1Г , 2Г  
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3. Исследование оператора разрешающей системы 

 Теорема. При условии 1dh <  оператор системы (11), (12) 

является фредгольмовым. 
 Для этого необходимо показать, что 
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 Выражение слева может быть оценено сверху конечной линейной 
комбинацией с постоянными коэффициентами интегралов вида 
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Сделав подстановку наших обозначений и поменяв порядок 
интегрирования, получим 
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Два внутренних интеграла являются интегральным преобразованием 
Конторовича–Лебедева, для нашего случая нужно положить 
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а также для оценки выражения, стоящего под знаком модуля, 
воспользуемся следующей асимптотикой: 
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Рисунок 2 – Напряжения в окрестности оси z , где ( )hdhz −θ+= 1  
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интеграл можно оценить сверху следующим: 
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 4. Анализ напряжений. В ходе численного решения были 

вычислены напряжения zσ , ρσ  в окрестности оси z , а также ησ , ξησ  на 

поверхности неподвижного основания в виде двуполостного 
гиперболоида вращения. Геометрия задачи выбиралась таким образом, 

что выполнялись следующие соотношения: 2
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.,;,;,;, 525025010=  Графики напряжений приведены на рис. 2 и 3. 
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Рисунок 3 – Напряжения на основании в виде двуполостного 

гиперболоида 
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