
52 

УДК 629.7.02.01:620.22-419          В.В. Гуменников 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ПОЛУПЕТЛЕВОМ 
СОЕДИНИТЕЛЬНОМ УЗЛЕ 

 
Одним из способов соединения «металл-композит», обеспечиваю-

щим ненарушение сплошности соединяемых деталей, является полу-
петлевое соединение [1 - 2]. Полупетлевое соединение состоит из ме-
таллической втулки, посаженной на стыковой болт, и волокон из компо-
зиционного материала (КМ), которые наматываются по наружному диа-
метру втулки, образуя ветвь КМ (рис. 1). Однако это соединение имеет 
ряд недостатков: невысокая несущая способность соединения, высокие 
значения трансверсальных напряжений в ветви КМ и касательных на-
пряжений в соединительном слое, низкое значение разрушающей силы 
на сжатие и изгиб. Поэтому этот вид соединения применяют только для 
слабо- и средненагруженных конструкций, работающих на растяжение.  

 
Рисунок 1 – Полупетлевое соединение 

 
В связи с этим актуальным является определение распределения 

тангенциальных, радиальных и касательных напряжений в ветви КМ и в 
металлической втулке, а также зон максимальных напряжений и разра-
ботка инженерной методики расчета. 

Для того чтобы определить диаметр стыкового болта (см. рис. 1), 
необходимо рассмотреть его работу на срез, смятие и изгиб. Срез сты-
кового болта происходит по двум плоскостям (рис. 2, а), а напряжения 
среза рассчитывают по формуле 

Nсоед[ ] ,ср ср
Dб

⋅
τ ≥ τ =

π ⋅

2
2      (1) 

где [ ]срτ , срτ  – допустимые и действующие касательные напряжения; 

Dб , Nсоед  – диаметр стыкового болта и расчетная нагрузка. 
 
Следовательно, диаметр стыкового болта из условия среза 
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NсоедD .б
[ ]ср

⋅
=

π ⋅ τ

2
1       (2) 

 
Рисунок 2 – Расчет стыкового болта 

 
Напряжение смятия стыкового болта (см. рис. 2, б) рассчитывают 

по формуле 
Nсоед[ ] min([ ], [ ]) ,см смвт смб см
Н Dб

σ = σ σ ≥ σ =
⋅

    (3) 

где [ ]смвтσ , [ ]смбσ  – предельные напряжения смятия втулки и болта; 
 [ ]смσ  – наименьшее значение напряжений смятия; 
 Н – высота втулки. 
 Тогда диаметр стыкового болта из условия смятия 

NсоедD .б
Н [ ]см

=
⋅ σ

2       (4) 

Прогиб стыкового болта (см. рис. 2, в) без учета втулки рассчиты-
вают по формуле [3] 

q Lб( . L ) ,б б
E J

⋅ ⋅
ω ⋅ =

⋅ ⋅

45
0 5

384
      (5) 

где 
б

Nсоедq
D

=  – распределенная осредненная нагрузка; 

 E , 
DбJ

π ⋅
=

4

64
 – модуль упругости и момент инерции стыкового болта; 

 бL H= + Δ  – длина болта в расчетной схеме (см. рис. 2, в). 
 Следовательно, задав ограничение на максимальный прогиб сты-
кового болта под действием расчетной нагрузки, диаметр болта рассчи-
тывают по формуле 

N Lсоед бD .б
E б

⋅ ⋅
=

⋅ π ⋅ ⋅ ω

45
53

6
      (6) 
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 Для определения диаметра стыкового болта, удовлетворяющего 
всем рассмотренным выше условиям, необходимо выбрать наибольшее 
его значение 

D max(D ,D ,D ).б б б б= 1 2 3     (7) 
 Наружный диаметр втулки определяют из условия среза до края по 
следующим формулам: 

Nсоед[ ] ;ср ср
Н D Dвт б

τ ≥ τ =
⋅ −2 2

    (8) 

NсоедD D .вт б
Н [ ]ср

= +
⋅ τ

2
2

2 2      (9) 

Для определения распределения касательных напряжений в клее-
вом слое между ветвью КМ и втулкой, а также тангенциальных и ради-
альных напряжений в ветви КМ рассмотрим модель (рис. 3, а) с учетом 
следующих допущений: 

– нормальные напряжения во втулке и ветви КМ распределяются 
равномерно по толщине; 

– клеевая прослойка работает только на сдвиг; 
– жесткостные характеристики соединяемых деталей на участке 

между рассматриваемыми сечениями расчетной модели приняты посто-
янными. 

Разбив исследуемую модель (рис. 3, б) на n сечений, получаем  
k = n-1 сегмент. Для составления уравнений равновесия верхней и ниж-
ней деталей на оси х и у необходимо выделить i-й сегмент (рис. 2, д, е): 

Q N cos N cos ;i xi x( i )
Fx

Q N cos N cos ;i xi x( i )

Δα Δα
− ⋅ + ⋅ =+

∑ = →
Δα Δα

− − ⋅ + ⋅ =+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

01 1 1
2 20

02 2 12 2

  (10) 

* *P P N sin N sin ;i i xi x( i )
Fy *P N sin N sin .i xi x( i )

Δα Δα
− − ⋅ − ⋅ =+

∑ = →
Δα Δα

− ⋅ − ⋅ =+

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

01 2 1 1 1
2 20

02 2 2 12 2

   (11) 

В формуле (10, 11) обозначено: 
 Qi , *P i1 , *P i2  – касательные и нормальные силы, действующие на 
сегмент втулки и ветви КМ; 
 N xi1 , N xi2  – силы, действующие на торцевой поверхности сегмента 
втулки и ветви КМ; 
 Тогда из формулы (10) следует 



55 

i
N N Q (cos ) N Q (cos ) ;x( i ) xi i x s

s

Δα Δα− −∑= − ⋅ = − ⋅+
=

1 1
1 1 1 1 0

2 21
  (12) 

i
N N Q (cos ) N Q (cos ) .x( i ) xi i x s

s

Δα Δα− −∑= + ⋅ = + ⋅+
=

1 1
2 1 2 2 0

2 21
  (13) 

где N x1 0 , N x2 0– начальное значение сил, приложенных к втулке и вет-
ви КМ. 

 

 
Рисунок 3 – Расчетная модель  

 

 Следующим шагом является составление уравнения совместности 
деформаций выделенного сегмента нижней и верхней деталей. Выде-
ленный сегмент может быть представлен в виде нахлесточного соеди-
нения (рис. 4, а). Для определения касательных напряжений в соедини-
тельном слое воспользуемся моделью Фолькерсена, которая основана 
на том, что сдвиговые напряжения сосредоточены в соединительном 
слое, состоящем из собственно клеевого слоя и прилегающих к нему 
половинок толщины деталей [4].  
 

 
Рисунок 4 – Деформация соединительного слоя 

 
Детали представляют в виде двух стержней, оси которых совпада-

ют со срединными поверхностями втулки и ветви КМ. Толщину приве-
денного соединительного слоя и его осредненный модуль сдвига рас-
считывают по формулам [5] 

. ( ) ;сл вт км клδ = ⋅ δ + δ + δ0 5       (14) 
G G Gвт клG .сл

G G G G G Gвт кл кл вт км вт кл

⋅ ⋅ ⋅
=
δ ⋅ ⋅ + ⋅ δ ⋅ ⋅ + δ ⋅ ⋅

2 12
212 12

  (15) 
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 В формулах (14), (15) обозначено: 
 клδ , Gкл  – толщина модуля упругости на сдвиг клеевого слоя; 
 G12 , Gвт  – модуль упругости ветви КМ и втулки на сдвиг. 
 Следовательно, условие совместности деформации i-го сегмента 
может быть записано в следующем виде (рис. 4, б): 

t N t NQ Qx( i ) x( i )i сл i сл .
G H t H Е G H t H Есл км сл вт вт

Δ ⋅ Δ ⋅⋅ δ ⋅ δ+ +++ = +
⋅ ⋅ Δ ⋅ ⋅ δ ⋅ ⋅ Δ ⋅ ⋅ δ

2 1 1 11

1
   (16) 

В формуле (16) обозначено: 
 Е1, Евт  – модуль упругости ветви КМ и втулки на растяжение; 
 t . DвтΔ = Δα ⋅ ⋅0 5  – длина i-го сегмента. 

Подставив в уравнение (16) уравнения (12), (13) и преобразовав 
его, получим 

i
Q ( A ) Q ( A ) Q A C.s i i

s
∑ + − ⋅ =+
=

1 2 1 3
1

    (17) 

 Здесь 
t a t a

A
H Е H Екм вт вт

Δ ⋅ Δ ⋅
= +

⋅ ⋅ δ ⋅ ⋅ δ
1

1
; слA

G H tсл

δ
=

⋅ ⋅ Δ
3 , a

cos( . )
=

⋅ Δα

1

0 5
; 

t a t aслA
G H t H Е H Есл км вт вт

δ Δ ⋅ Δ ⋅
= + +

⋅ ⋅ Δ ⋅ ⋅ δ ⋅ ⋅ δ
2

1
; 

N t N tx xC
H Е H Евт вт км

⋅ Δ ⋅ Δ
= −

⋅ ⋅ δ ⋅ ⋅ δ
1 0 2 0

1
. 

 Расписав уравнение (17) для каждого сегмента, получим систему, 
состоящую из k-1 уравнения: 

Q A Q A C;

Q A Q A Q A C;

Q A Q A ... Q A Q A C;i i

Q A Q A ... Q A Q A C.k k

⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ =+

⋅ + ⋅ + + ⋅ + ⋅ =−

1 2 2 2

1 1 2 2 3 3

1 1 2 1 2 1 3

1 1 2 1 1 2 3

M

M

   (18) 

Недостающее уравнение записывают в виде 
k k

Q N cos[ ( j . )] ,j x
j j
∑ ∑= ⋅ ⋅ Δα −
= =

2 0 52 0
1 1

    (19) 

где j=1,…,k. 
Вычислив jQ , значения 1x(i 1)N + , 2x(i 1)N +  рассчитывают по формулам 

(12), (13), а *P i1 , *P i2  – по формуле (11). Для определения давления, кото-
рое оказывает стыковой болт на втулку и втулка на ветвь КМ, необходи-
мо воспользоваться формулами 
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*P iP ;i
H . Dб

=
⋅ Δα ⋅ ⋅

1
1 0 5

       (20) 

*P iP .i
H . Dб

=
⋅ Δα ⋅ ⋅

2
2 0 5

     (21) 

Нормальные и касательные напряжения в деталях и соединитель-
ном слое рассчитываются по формулам 

N xi ;i
H вт

σ =
⋅ δ
1

1       (22) 

N xi ;i
H км

σ =
⋅ δ
2

2       (23) 

Q j
.xyj

H t
τ =

⋅ Δ
      (24) 

Для поверки расчетной модели и определения максимально при-
ближенного распределения напряжений в полупетлевом соединении 
была построена конечно-элементная 3D-модель в программе COS-
MOS/M 2007. Модель разбита на 60704 объемных 20-узловые Solid эле-
мента. Исходные данные расчета: бD = 16  мм, втD = 24  мм, H = 2 мм, 

.кмδ = 1 5  мм, втδ = 4 мм, Евт = 210  ГПа, Gвт = 70  ГПа, Е = 1501  ГПа, 
G = 412  ГПа, .клδ = 0 1 мм, G .кл = 1 1 ГПа, N x = 01 0 , N x = 27002 0  Н. На (рис. 5) 
показано распределение нормальных и касательных напряжений, полу-
ченных с помощью метода конечных элементов (МКЭ). Максимальные 
положительные тангенциальные напряжения во втулке (рис. 5, а) возни-
кают на внутренней ее поверхности в зоне 1, а максимальные отрица-
тельные тангенциальные напряжения во втулке возникают на наружной 
ее поверхности в зоне 2. В ветви КМ пик тангенциальных напряжений 
возникает в зоне перехода ветви в полупетлю. Максимально-
положительные радиальные напряжения во втулке наблюдаются в зо-
нах 3 и 4. Причем в зоне 3 они возникают от надавливания болта, а в  
зоне 4 – от надавливания ветвью КМ. Особое внимание стоит уделить 
максимальным значениям радиальных напряжений в ветви, которые в 
первую очередь приводят к разрушению матрицы ветви, достигая пре-
дела прочности в трансверсальном направлении, а следовательно, при-
водят к потере несущей способности. В модели МКЭ (рис. 5, б) макси-
мальные радиальные напряжения в ветви наблюдаются в зоне 4, в ре-
зультате выпучивания регулярной части ветви и надавливания на втул-
ку. Потеря несущей способности полупетлевого соединения может быть 
вызвана возникновением высоких сдвиговых напряжений, приводящих к 
разрушению адгезионной связи. Максимальные касательные напряже-
ния на поверхности контакта возникают в зоне 6 (рис. 5, в). Это свиде-
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тельствует о недостаточной площади склейки, отсутствие которой мож-
но компенсировать, снабдив втулку штифтами или тонкими ребрами. 
Максимальные касательные напряжения, возникающие во втулке в зоне 
5 (см. рис. 5, в), могут привести к разрыву втулки и потере несущей спо-
собности полупетлевого соединения. 

 
Рисунок 5 – Распределение напряжений в полупетлевом соединении 

 
Сравнивая напряжения в полупетле КМ, рассчитанные по форму-

лам (22), (23) с МКЭ можно сделать вывод, что максимальные тангенци-
альные напряжения, полученные по расчетной модели, превышают на-
пряжения, полученные МКЭ, но равны расчетным напряжениям в регу-
лярной части ветви (рис. 6, а). Максимальное значение радиальных на-
пряжений, вычисленные по расчетной модели, на 15% ниже радиальных 
напряжений, полученных МКЭ (рис. 6, б). 

 

а б 
Рисунок 6 – Распределение тангенциальных и радиальных напряжений 

в ветви КМ 
 

 Сдвиговые напряжения между втулкой и полупетлей ветви, рассчи-
танные по модели и с помощью МКЭ, показаны на рис. 7. Можно заме-
тить, что заниженный результат расчетная модель дает лишь на 6% 
длины. 
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Рисунок 7 – Распределение касательных напряжений 

по плоскости склейки 
 

Выводы 
 

Предложена модель определения тангенциальных, радиальных и 
касательных напряжений в полупетлевом соединении. Проведено ис-
следование распределения напряжений в соединении методом конеч-
ных элементов, определены зоны критических напряжений. Выполнены 
численные исследования, которые подтверждают работоспособность 
предложенной модели для проектировочного расчета. 
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