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УДК 519.6   О.А. Иванова  
 

НОВЫЙ МЕТОД НАХОЖДЕНИЯ ЯДРА ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
В ОБРАТНОЙ ЗАДАЧЕ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ХАРАКТЕРИСТИК 

ВЯЗКОУПРУГИХ МАТЕРИАЛОВ  
 

Введение 
 
В современной технике широкое применение нашли многослойные 

материалы. Подобные конструкции из многослойных композитов широко 
используются в авиакосмической области, судостроении и других отрас-
лях. Применение на практике новых композиционных материалов требу-
ет совершенствования процедуры идентификации их свойств. 

По причине сложности прямых экспериментальных оценок механиче-
ских свойств материалов со сложной реологией необходима разработка 
иных методов идентификации неоднородных характеристик, основанных 
на различных моделях вязкоупругости. Одним из методов воздействия 
является акустическое зондирование, при специальной обработке ре-
зультатов которого для упругих тел удается восстанавливать неизвест-
ные функции по информации об амплитудно-частотных характеристи-
ках, измеренных в некоторых точках исследуемого объекта. Исследова-
ние установившихся колебаний тел в рамках линейной вязкоупругости 
для модели стандартного вязкоупругого тела приводит к краевым зада-
чам с переменными характеристиками для диссипативных операторов.  

В случаях исследования более сложных моделей, учитывающих не-
однородную структуру материалов, ситуация значительно усложняется и 
требуется более глубокий анализ проблемы, основанный на исследова-
нии решений общих краевых задач с переменными коэффициентами и 
изучение зависимости решений от коэффициентов. 

Обратная задача об определении характеристик материалов являет-
ся линейной и сводится к решению системы дифференциальных урав-
нений первого порядка или к интегральному уравнению Фредгольма 
первого рода. 

Для решения таких уравнений применяются методы граничных инте-
гральных уравнений, методы последовательных приближений, метод 
квадратур, метод замены ядра вырожденным и др. Этому вопросу было 
посвящено ряд работ, например [1-9]. Обычно при решении интеграль-
ных уравнений методом замены ядра на вырожденное применяют раз-
ложение ядра в ряд Тейлора по одной из переменных. 

В настоящей работе предложен метод нахождения ядра интеграль-
ного уравнения Фредгольма первого рода с использованием атомарного 
обобщенного ряда Тейлора, предложенного в [9-10] В.А. Рвачевым и ис-
следованного в работах [11-13]. 



51 

Атомарный обобщенный ряд Тейлора (АОРТ) разложения функции f  
имеет вид:  

n

(n )
n,k n,k

n k N

f ( x ) f ( x )baf ( x )


 
  

0

, 

где  
N { , , } 0 1 0 1 ; 

n n n n
nN { , ,..., , }       1 1 1 12 2 1 2 1 2 , n  0 ; 

n,k n
k

x 
12

, n  0, nk N , ,kx k0 , k N 0 ; 

n,kbaf ( x ) H 1- базисные функции АОРТ. 

Ранее этот метод предлагался авторами в работе [14] для решения 
интегральных уравнений электродинамики и теории антенн. 

В настоящее время атомарные функции так же широко применяются 
в таких областях как теория аппроксимации, цифровая обработка сигна-
лов, вейвлет-анализ, численный анализ и других областях. 

 
1 Постановка задачи исследования 

 
Целью данной статья является нахождение наиболее точного разло-

жения ядра K(t,x, )  интегрального уравнения Фредгольма первого рода 

 K(t,x, )y t dt f ( x )


 
1

1

, 

где   0 и  x ; 1 1 . 

Рассмотрим случай, когда ядро интегрального уравнения имеет вид  
x t

K(t ,x, )
( x t )


 

  2 2
. 

Разложив ядро K(t,x, )  интегрального уравнения в ряд Тейлора и в 
атомарный обобщенный ряд Тейлора, проанализируем точность полу-
ченных результатов, варьируя значения  . И таким образом найдем оп-
тимальное разложение ядра интегрального уравнения среди выше 
предложенных методов. 
 

2 Разложение ядра интегрального уравнения 
 
Для того чтобы функцию K(t,x, )  разложить в атомарный обобщен-

ный ряд Тейлора (в дальнейшем АОРТ), необходимо знать формулы 
нахождения базисных функций (в дальнейшем БАФ) атомарного обоб-
щенного ряда Тейлора. В данной работе мы будем использовать БАФ 
вплоть до четвертого порядка на [-1;1]. Поскольку в работе приведены 
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формулы, наивысшая производная которых равна единице. То все фор-
мулы из работы [16] для БАФ, кроме нулевого порядка, необходимо раз-

делить на n12 , где n – порядок базисной функции. В данной работе 
впервые приведены формулы для решения БАФ четвертого порядка. 
Поскольку БАФ на [0;1] можно выразить через БАФ на [-1;0], покажем 
лишь формулы вычисления БАФ на [-1;0]: 
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Разложение ядра интегрального уравнения в АОРТ имеет вид: 

n,k n,k , , , , , ,
n k

, , , , , , , ,
, ,

, , , ,
, ,

K( t ,x, ) c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t )

c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t )

c baf ( t ) c baf ( t ) c baf ( t ) c

 


     

     

      

   

 
4

0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1
0

1 1 1 1 10 10 11 11 2 1 2 1 1 1
2 2

2 2

2 0 2 0 1 1 2 1 2 1
2 2

2 2
, , , ,baf ( t ) ... c baf ( t ),   3 1 3 1 4 1 4 1

 

где коэффициенты  n
n,kc K k,x,  . 

Чтобы разложения были равносильными, а исследования – справед-
ливыми, необходимо чтобы  количество слагаемых в разложениях ядра 
интегрального уравнения в ряды Тейлора было одинаковым.  Поэтому 
разложение ядра в ряд Тейлора в точке t=0 имеет вид: 

 
k

k

k

K ( ,x, )
K(t,x, ) t

k !


  

37

0

0
0 . 

Все вычисления проводились в математическом пакете Mathematica, 
была исследована относительная погрешность полученных результатов 
разложений.  

Результаты исследований показали, что при разных значениях числа 
  выигрывают разные разложения ряда Тейлора. Были проведены ис-
следования при .  0 1, .  0 5 ,   1, .  1 5.  

При малых значениях  , выгоднее применять разложения ядра в 
АОРТ поскольку его относительная точность вычисления во много раз 
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превышает точность разложения ядра в ряд Тейлора, поскольку послед-
ний в расходится при малых значениях  . 

При больших же значениях   разложение в ряд Тейлора точнее, чем 
АОРТ. Например, в точке x . 0 5 при   2 максимальная относительная 

погрешность АОРТ равна 710 , а ряда Тейлора  - 1210 . 
 

Выводы 
 

Предложен новый способ вычисления ядра интегрального уравнения 
путем разложения его в атомарный обобщенный ряд Тейлора. Базисные 
функции атомарного обобщенного ряда Тейлора были построены на ос-
нове атомарной функции up( x ) . 

Были проведены исследования разложения ядра 
x t

K(t,x, )
( x t )


 

  2 2
 в ряд Тейлора и в атомарный обобщенный ряд 

Тейлора. Исследования показали, что чем меньше значение  , тем вы-
годнее применять разложение ядра в атомарный обобщенный ряд Тей-
лора, которое дает хорошую точность, нежели разложение в ряд Тейло-
ра. 

При больших значениях   выигрывает разложение ядра интеграль-
ного уравнения в ряд Тейлора, по сравнению с атомарным обобщенным 
рядом Тейлора. 
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