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АЛГОРИТМ И ТОЧНОСТЬ ОПТИМАЛЬНОГО ОЦЕНИВАНИЯ НЕСУЩЕЙ 
ЧАСТОТЫ СИГНАЛА ПРИ ПРЕОБЛАДАЮЩЕМ ВЛИЯНИИ СЛУЧАЙНЫХ 
ФЛУКТУАЦИЙ ЗАКОНА ИЗМЕНЕНИЯ ФАЗЫ

М.М. МИНЕРВИН, А.Л. КУЗНЕЦОВ

Предлагается алгоритм и точность оптимального оценивания несущей частоты сигнала при преоб-
ладающем влиянии случайных флуктуаций закона изменения фазы.  Ошибка оценивания данного 
параметра обусловлена влиянием аддитивных шумовых колебаний и случайных искажений его фа-
зовой структуры. 
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ВВЕДЕНИЕ

Искажения фазовой структуры сигнала за 
счет мультипликативной помехи могут быть су-
щественными [1, 2]. Если дисперсия σфл

2  ошибок 
измерения параметра сигнала за счет случайных 
искажений его фазовой структуры много больше 
дисперсии σш

2  ошибок измерения тех же парамет
ров за счет аддитивных шумов, т. е.

σ σфл ш
2 2 1>> ,                         (1)

то можно считать влияние случайных флуктуа-
ций закона измерения фазы сигнала преоблада-
ющим.

ОСНОВНОЙ МАТЕРИАЛ

Рассмотрим оценивание несущей частоты 
ω0  сигнала длительности Т. В этом случае закон 
изменения фазы имеет вид

ψ ω ϕ( ) ( )t t n t= +0  при − ≤ ≤
T

t
T

2 2
,

где ω0  – несущая частота сигнала, t  – текущее 
время, n tϕ( )  – распределение фазовых флуктуа-
ций во времени, которые далее будем описывать 
их дисперсией σϕ

2  и коэффициентом корреляции 
K t s( , ) .

Оценка максимального правдоподобия  
несущей частоты ω0  определяется из известного 
соотношения 
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где весовая функция R t( )  находится из инте-
грального уравнения 
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а дисперсия ошибок оценивания несущей ча-
стоты ω0  равна
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Условие (1) можно проверить сравнением 
дисперсии (4) с дисперсией ошибок оценивания, 
обусловленных аддитивным некоррелирован-
ным («белым») шумом,

σш
2 2 26= q T ,                               (5)

где q N2
02= Э  – отношение сигнал/шум по 

мощности, Э – энергия сигнала, N0  – спек-
тральная плотность мощности шума.

При пренебрежении фазовыми флуктуаци-
ями или неучете их частичной коррелированнос- 
ти весовая функция R t( )  является линейной, и 
оценивание производится по  алгоритму  
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с дисперсией ошибок такого оценивания
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Отношение 
B = σ σ0

2 2
фл                                 (7) 

дает возможность характеризовать выигрыш в 
точности за счет учета коррелированности фазо-
вых флуктуаций.    

Практически все встречающиеся зависимос- 
ти K t s( , )  хорошо аппроксимируются выраже-
нием

K t s e t s t st s( , ) cos ( ) sin= − + − 
− −α β γ β .        (8)

С использованием (8) из интегрального 
уравнения (3) сравнительно просто находится 
весовая функция R t( ), а потом рассмотренный 
выше алгоритм и характеристики точности.

Далее рассматриваются частные случаи (8): 
экспоненциальный закон

K t s t s( , ) exp( )= − −α                     (9)

и законы, описываемые формулой

K t s e m t s
m

m t st s( , ) cos ( ) sin= − + −





− −α α α
1

 . (10)

В этих соотношениях параметр α  характери-

зует быстроту затухания, а параметр m = =
1
γ

β
α

 —

частоту колебаний в зависимости K t s−( ) . 
На рис. 1 изображены зависимости (9) (обо-

значена буквой э) и (10) (обозначены цифрами 
0,1 и 2 соответственно для m m m= = =0 1 2, , ).
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Рис. 1. Законы изменения корреляции

Для этих коэффициентов корреляции в [3] 
были получены решения интегрального уравне-
ния (3):
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для экспоненциального закона (9) и 
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для законов корреляции (10). В этих решениях 
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,
 прямоугольная функ-

ция, δ( )x  и ′δ ( )x  – дельта функция и ее произ-
водная.

Подстановка (11) в (2) дает оптимальный 
алгоритм оценивания

ω ω ω^ ^ ^
0 1 1 2 2= +k k ,                         (13)

где ω ψ^ ( )1
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 и ω ψ^ [ ( )2 2= −T  

− −ψ( )] /T T2  – оптимальные оценки соответ-
ственно при некоррелированных и полностью 
коррелированных флуктуациях фазы, а весовые 
коэффициенты определяются соотношениями 

k k T T1 2
2 2 1

1 1 6 12= − = + +( )−α α .       (14)

Из соотношений (4) и (11) определяется  
дисперсия ошибок оценивания
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Подстановка (12) в (2) выявляет отличаю-
щийся от (13) алгоритм оптимального оценива-
ния

ω ω ω ω^ ^ ^ ^
0 1 1 2 2 3 3= + +k k k ,                    (16)

где ω ψ ψ^ ( ) ( )3 2 2= ′ + ′ −[ ]T T T  – дополнительное 
по сравнению с (13) оценивание,
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Соотношения (4) и (12) определяют диспер-
сию ошибок оценивания
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Из рис. 2, а, иллюстрирующего зависимость 
(14) и рис. 2, б, иллюстрирующего зависимости 
(17)–(19) для m = 2 , видно, что все виды оцени-
вания ω ω^ ^,1 2  и ω^ 3  могут вносить существенный 
вклад в итоговую оценку ω^ 0 .

а

б

Рис. 2. Весовые коэффициенты оптимального  
алгоритма оценивания

Сравнивая соотношения (15) и (20) с форму-
лой (5), конкретизируем условие (1)
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для экспоненциального закона корреляции (9),

Φ( ) [α α αT m T m T= +( ) + + +( ) +4 1 12 48 12 2

+ +( )48 1 2 2 2m Tα ]  — для законов корреляции 
(10). 

Из этих соотношений видно, что условие (1) 
определяется совместно тремя факторами: от-
ношением сигнал/шум q2 , дисперсией фазовых 
флуктуаций σϕ

2  и соотношением длительности 
сигнала к интервалу корреляции флуктуаций  ρ
∼1 / α . 

Вычисление выигрыша (7) с использованием 
формул (4) и (5) для экспоненциального закона 
корреляции дает
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где X m T= +( )1 1 2 α .

Численные значения выигрыша B  иллю-
стрируются рис. 3. 

Рис. 3. Численные значения выигрыша

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Из рис. 3 видно, что выигрыш может состав-
лять от десятков до сотен процентов в зависи-
мости от закона корреляции и отношения дли-
тельности сигнала T  к интервалу корреляции 
флуктуаций фазы  ρ ∼1 / α .
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Пропонується алгоритм і точність оптимального 
оцінювання несучої частоти сигналу при переважно-
му впливі випадкових флуктуацій закону зміни фази. 
Помилка оцінювання даного параметра обумовлена 
впливом адитивних шумових коливань і випадкових 
викривлень його фазової структури.
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Algorithm and accuracy of optimum estimation of car-

rier signal frequency at prevailing influencing of phase law 
irregular fluctuations / N.N. Minervin, A.L. Kuznetsov //
Applied Radio Electronics: Sci. Journ. – 2013. – Vol. 12. – 
№ 4. – P. 506–508.

An algorithm and accuracy of optimum estimation of 
a carrier signal frequency at prevailing influencing of phase 
law irregular fluctuations are offered. The estimation error 
of this parameter is conditioned by influencing of additive 
noises and irregular fluctuations of its phase structure.
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