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оПтиМальный алГоритМ иЗМерения неСущей чаСтоты Пачки 
радиоиМПульСоВ С учетоМ Флуктуаций их начальных ФаЗ  
и аддитиВных шуМоВых колебаний

Н.Н. МиНеРвиН, А.Л. КУЗНеЦОв

Получен оптимальный алгоритм оценивания несущей частоты пачки радиоимпульсов. Данный ал-
горитм позволяет произвести оценку несущей частоты пачки с учетом коррелированных фазовых 
флуктуаций ее радиоимпульсов и аддитивных шумовых колебаний.

Ключевые слова: оптимальный алгоритм, частота, коррелированные фазовые флуктуации, аддитив-
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ВВедение

На практике широко используется коге-
рентная пачка радиоимпульсов при измерении 
радиальной скорости объекта. Как известно, в 
основе этой операции лежит измерение несущей 
частоты пачки. Фазовые флуктуации принимае-
мого сигнала приводят к нарушению его времен-
ной когерентности, что ограничивает точность 
измерения данного параметра.

Предлагается алгоритм измерения несущей 
частоты пачки радиоимульсов с учетом флукту-
аций их начальных фаз и аддитивных шумовых 
колебаний.

оСноВной Материал

При приеме когерентного сигнала со слу-
чайной, распределенной равномерно начальной 
фазой и случайной, распределенной по закону 
Релея амплитудой на фоне некоррелированного 
шума, отношение правдоподобия в соответствии 
с [1] имеет вид:
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где q2  – отношение сигнал-шум по мощности; 
ρ  – нормированная функция рассогласования.

Полагая, что q2 1>> , выражение (1) можно 
записать в виде:

� ≈
2

22

2 2

q

q
exp

ρ
.                           (2)

В случае когерентной пачки из n импульсов с 
постоянным периодом следования квадрат нор-
мированной функции рассогласования описыва-
ется выражением:
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где Ω = −ω ω0  – рассогласование между ожидае-
мой ω  и наблюдаемой ω0  несущими частотами 
пачки импульсов; n  – число импульсов в пачке; 
i – номер импульса, отсчитываемый от начала 

пачки; ξi
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сигнальной части комплексного корреляцион-
ного интеграла для i -го импульса (результат его 
временной обработки); �Υi t( )  – комплексная 
огибающая принятого i -го импульса; �Χ∗

i t( )  –  
комплексно сопряженная огибающая опор-
ного напряжения при обработке i-го импульса; 
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; Φi  – наблюдаемое значение началь-

ной фазы i-го импульса; ϕi  – случайная (флук-
туационная) составляющая фазы i-го импульса; 
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T
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Ω  – ожидаемое слагаемое начальной 

фазы i -го импульса, обусловленное рассогласо-
ванием по несущей частоте; T  – период следова-
ния импульсов пачки.
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где Φ Φi j−  – наблюдаемая разность фаз i-го и j-го 
импульсов пачки; ( )i j T− Ω  – ожидаемая раз-
ность фаз i-го и j-го импульсов пачки; i jϕ −ϕ  –  
случайная разность фаз этих импульсов.

При малом рассогласовании наблюдаемых и 
ожидаемых значений разностей начальных фаз 
импульсов получим:

ρ ξ ξ2

11

1
1
2

( ) [Ω Φ Φ≅ − − +
==
∑∑ i j i j
j

n

i

n

+ − + −ϕ ϕi j i j T( ) ]Ω 2 .                      (5)

В дальнейшем будем рассматривать пачки 
импульсов с симметричным амплитудным рас-
пределением

ξ ξi n i= + −1 .

Путем рациональной группировки входящих 
в соотношение (5) разностей фаз его можно пре-
образовать к виду: 
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где ∆Φ Φ Φk m k m k= −+ − +1  – разность фаз симмет-
ричных импульсов пачки; ∆ϕ ϕ ϕk m k m k= −+ − +1 ,  
Sk m k m k= ++ − +ϕ ϕ1  – разность и сумма флуктуа-
ционных составляющих фаз импульсов пачки; 
k  и l  – номера пар импульсов симметричных 
относительно центра пачки. Нумерация симмет-
ричных пар импульсов пачки производится от ее 

центра до m
n

=
2

.

В выражении (6) последнее слагаемое не за-
висит от измеряемого параметра, поэтому в даль-
нейшем рассмотрении его можно не учитывать. 
Таким образом, информация о несущей частоте 
пачки содержится в разности фаз ее симметрич-
ных импульсов.

Наличие в выражении (6) случайных состав-
ляющих разностей фаз симметричных импульсов 
пачки обуславливает необходимость перехода к 
усредненному отношению правдоподобия:
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где ∆ ∆
�
ϕ ϕ= k  – вектор-столбец значений 

случайных составляющих разностей фаз сим-
метричных импульсов пачки; p( )∆ϕ  – закон 
распределения их плотности вероятности; 
d d d d m∆ ∆ ∆ ∆
�
ϕ ϕ ϕ ϕ= 1 2... .

Предполагается, что фазовые флуктуации 
распределены по нормальному закону, а корре-
ляционная матрица фазовых флуктуаций имеет 
следующий вид:

K ai j= −σϕ
2 ,

где σϕ
2  – дисперсия фазовых флуктуаций; a  – 

коэффициент корреляции фазовых флуктуаций 
соседних импульсов пачки; i  и j  – номера им-
пульсов пачки.

Таким образом, при a > 0  с увеличением ин-
тервала между импульсами пачки корреляция 
убывает по экспоненцальному, а при a < 0  – по 
знакопеременному закону.

Распределение плотности вероятности слу-
чайных составляющих разностей фаз симмет-
ричных импульсов пачки при m ≥ 2  имеет следу-
ющий вид:
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Выражение для усредненного отношения 
правдоподобия с учетом соотношений (2), (6), 
(7), (8) можно записать в виде:
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Параметр γ  позволяет одновременно учиты-
вать влияние как внутренних шумов, так и корре-
лированных фазовых флуктуаций. При преобла-
дающем влиянии внутренних шумов параметр γ  
принимает малые значения ( γ <<1 ), а при преоб-
ладании фазовых флуктуаций данный параметр 
достигает значительных величин ( γ >>1 ).     

Из соотношения (9) видно, что в показателе 
экспоненты, находящейся под знаком интеграла, 
содержатся слагаемые, образующие квадратич-
ную форму m переменных ∆ϕ .

Для того, чтобы взять этот интеграл, необхо-
димо в соотношении (9) показатель экспоненты 
привести к виду [3]:
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– определитель матрицы ∆ коэффициентов ква-
дратичной формы; Θ  – определитель матрицы 
Θ  коэффициентов при членах второй степени 
квадратичной формы; 

�
y yk=  – новые пере-

менные; λk  – собственные значения матрицы 
Θ , полученной из матрицы ∆ вычеркиванием 
(m+1)-й строки и (m+1)-го столбца.

Используя выражение (10), усредненное от-
ношение правдоподобия (9) представляется в 
следующем виде:
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Учитывая табличный интеграл [2] 
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Беря натуральный логарифм выражения (12) 
и оставляя зависящие от измеряемого параметра 
слагаемые, получим соотношение для достаточ-
ной статистики:
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Элементы (m+1)-й строки и (m+1)-го 
столбца матрицы ∆ содержат измеряемый пара-
метр. 

Определитель |∆| можно записать в следую-
щем виде: 
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где Ak m, +1  – алгебраическое дополнение эле-
мента ak m, +1  матрицы ∆. Для выделения δΦk  
свойство (14) применяется повторно к элемен-
там (m+1)-ой строки матрицы ∆. Таким образом, 
формула для расчета определителя |∆| принимает 
вид:
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где Θk i,  – минор элемента k,i матрицы Θ .
С учетом (15) и (13) получим выражение для 

достаточной статистики:
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Алгоритмами оптимального оценивания не-
сущей частоты могут быть все возможные проце-
дуры решения уравнения правдоподобия [1]:

∂
∂

=
S( )Ω
Ω

0 ,    при      Ω Ω=
�

.               (17)

Одна из возможных форм записи решения 
уравнения (17) имеет вид:
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Из выражения (18) видно, что при оптималь-
ном оценивании несущей частоты измеряются 
разности фаз симметричных импульсов пачки 
и далее суммируются с весовыми коэффициен-

тами gk . Следует отметить, что наличие в (18) 
в явном виде разностей ∆Φk  определяет только 
один из способов оценивания несущей частоты, 
возможны также и другие варианты.

Весовые коэффициенты gk , входящие в 
выражение (18), описываются соотношениями
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Весовые коэффициенты gk  зависят от ин-
тервала 2 1k T−( )  между симметричными им-
пульсами пачки, параметра γ  и амплитудного 
веса ξk  симметричных импульсов.

При преобладающем влиянии аддитивного 
шума, т. е. при γ <<1 , используя соотношения 
(18) и (19), получим выражение для оптимальной 
оценки несущей частоты пачки:
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Из выражения (20) следует, что весовые 
коэффициенты пропорциональны интервалу 
между симметричными импульсами пачки и ам-
плитудному множителю ξk .

Если же преобладает влияние коррелирован-
ных фазовых флуктуаций, т. е. при условии γ >>1 ,  
из выражений (18) и (19) получим соотношение 
для оптимальной оценки:
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Из выражения (21) видно, что весовые  
коэффициенты зависят от интервала между сим-
метричными импульсами пачки и коэффициента 
корреляции фазовых флуктуаций между сосед-
ними импульсами и не зависят от амплитудного 
веса симметричных импульсов.

На рис. 1 представлены графики зависимос-
тей весовых коэффициентов gk  и ′gk  от значе-
ний параметра γ  при фиксированном значении 
коэффициента корреляции фазовых флуктуаций 
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( a = 0 5, ) и различных соотношениях амплитуд 
симметричных пар для пачки из десяти импуль-
сов.

а

б

Рис. 1. Графики зависимостей весовых  
коэффициентов gk  и ′gk  от значений параметра γ  

при фиксированном значении коэффициента  
корреляции фазовых флуктуаций 

Весовые коэффициеты g3  и g5  соответ-
ствуют пачке с равномерным распределением 
амплитуд импульсов. Весовые коэффициенты ′g3  
и ′g5  соответствуют пачке со спадающим от цен-

тра к краям по закону 
ξ
ξ

k k
1

1 0 2 1= − −, ( )  k m=1 2, ...  

распределением амплитуд импульсов. 
На рис. 2 представлены аналогичные гра-

фики для пачки из десяти импульсов с равномер-
ным распределением амплитуд при различных 
значениях коэффициента корреляции фазовых 
флуктуаций.

На данных рисунках представлены графики 
только для весовых коэффициентов g g3 3, ′  и g g5 5, ′ . 
Графики для остальных весовых коэффициентов 
не приводятся, т. к. g1 , ′g1  и g2 , ′g2  по характеру 
соответствующих зависимостей аналогичны g3  
и ′g3 , только принимают существенно меньшие 
значения, а g g4 4, ′  принимают соответствующие 
промежуточные значения между g g3 3, ′  и g g5 5, ′ .

а

б

Рис. 2. Графики зависимостей весовых  
коэффициентов gk  и ′gk  от значений параметра γ  

при различных значениях коэффициента  
корреляции фазовых флуктуаций

аналиЗ реЗультатоВ

Из графиков на рис. 1 видно, что при изме-
нении параметра γ  в области малых значений 
(при преобладающем влиянии аддитивного шума  
( γ <<1 )) величины весовых коэффициентов су-
щественно не изменяются. На значения весовых 
коэффициентов оказывают влияние отношения 
амплитуд пар симметричных импульсов пачки. 

Как следует из графиков на рис. 2, при тех же 
значениях параметра γ  на весовые коэффици-
енты не оказывает существенного влияния зна-
чение коэффициента корреляции фазовых флук-
туаций. Эти особенности в явном виде отражает 
структура выражения (20), с помощью которого 
оценивается несущая частота при данных значе-
ниях параметра γ .

В области больших значений параметра γ
(при преобладающем влиянии коррелированных 
фазовых флуктуаций ( γ >>1 )), кривые на рис. 1 
демонстрируют, что значения весовых коэффи-
циентов практически не изменяются при увели-
чении параметра γ  и не зависят от отношений 
амплитуд пар симметричных импульсов пачки. 
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Из графиков на рис. 2 следует, что при боль-
ших значениях параметра γ  на величину весовых 
коэффициентов существенное влияние оказы-
вает коэффициент корреляции фазовых флукту-
аций. Эти особенности отражены в структуре вы-
ражения (21), с помощью которого оценивается 
несущая частота при γ >>1 .

В области промежуточных значений парамет- 
ра γ  величины весовых коэффициентов суще-
ственно меняются при изменении γ . Как следует 
из соответствующих графиков на рис. 1 и рис. 2, 
на значения весовых коэффициентов оказывают 
влияние как отношения амплитуд пар симмет-
ричных импульсов пачки, так и значение коэф-
фициента корреляции фазовых флуктуаций. В 
данном случае для оценивания несущей частоты 
необходимо использовать общее выражение (19).

Приведенные на рис. 1 и 2 зависимости по-
зволяют уточнить граничные значения парамет ра 
γ , при которых целесообразно применять соот-
ношения (19–21). 
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Отримано оптимальний алгоритм оцінювання 
несучої частоти пачки радіоімпульсів. Цей алгоритм 
дозволяє здійснити оцінювання несучої частоти пачки 
з урахуванням корельованних фазових флуктуацій її 
радіоімпульсів і адитивних шумових коливань.
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An optimum algorithm for estimating the carrier fre-
quency of a radio pulses train is obtained. This algorithm al-
lows to estimate the carrier frequency of the packet in view 
of the correlated phase fluctuations of its radio pulses and 
additive noise.
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