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oшибки иЗМерения неСущей чаСтоты и ее ПерВой 
ПроиЗВодной По ВреМени Пачки иМПульСоВ  
При Флуктуациях их начальных ФаЗ

Н.Н. МиНеРвиН, А.Л. КУЗНеЦОв

В статье получены в явном виде алгоритмы измерения несущей частоты и ее первой производной 
по времени. Даны оценки ошибок измерения несущей частоты и ее первой производной по време-
ни пачки импульсов с флуктуирующими начальными фазами для различных видов коэффициента 
корреляции фазы.
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ВВедение

На практике широко используется когерент-
ная пачка импульсов при измерении радиальной 
скорости и радиального ускорения цели. Как 
известно, в основе этих операций лежат измере-
ния несущей частоты и скорости ее изменения. 
Фазовые флуктуации принимаемого сигнала 
приводят к нарушению его временной когерент-
ности, что ограничивает точность измерения 
данных параметров.

оСноВные раСчетные  
Соотношения

Отношение правдоподобия для когерентного 
сигнала с равномерно распределенной случайной 
фазой и случайной амплитудой, распределенной 
по рэлеевскому закону, в соответствии с [1] имеет 
вид
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где q2  – отношение сигнал/шум по мощности и 
ρ  – нормированная функция рассогласования.

Полагая q2 1>> , из [1] получим
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В случае когерентной пачки с постоянным 
периодом следования импульсов нормированная 
функция рассогласования имеет вид
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где Ω = −ω ωc  – рассогласование между ожидае-
мой ω  и наблюдаемой ωc  несущими частотами 
пачки импульсов; � � �Ω = −ω ωc  – рассогласование 
между ожидаемой �ω  и наблюдаемой �ωc  пер-
выми производными по времени несущей ча-
стоты импульсов пачки; n -число импульсов в 
пачке; i  – номер импульса, отсчитываемый от 

начала пачки; ξi
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модуль сигнальной части комплексного корре-
ляционного интеграла для i -го импульса (ре-
зультат его временной обработки); �Υi t( )  – ком-
плексная огибающая принятого i -го импульса; 
�Χ∗

i t( )  – комплексно сопряженная огибающая 
опорного напряжения при обработке i -го им-

пульса; Ζ ΖΣ =
=
∑ i
i

n

1

; Φi  – наблюдаемое значение 

начальной фазы i -го импульса; 
n i

T
+ −1 2

2
Ω  и 

1
2

1 2
2

2
n i

T
+ −






 �Ω  – ожидаемые слагаемые на-

чальной фазы i -го импульса, обусловленные 
соответственно рассогласованиями по несущей 
частоте и по скорости ее изменения; T  – период 
следования импульсов пачки.

Для малого рассогласования наблюдаемых и 
ожидаемых значений разностей начальных фаз 
импульсов пачки, выражение (3) преобразуем к 
виду
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где k , как и i  — номер импульса пачки, отсчи-
тываемый от ее начала.

При симметричном амплитудном распреде-
лении 

ξ ξi n i= + −1 ,

можно показать, что 
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Следовательно, в выражении (4) отсутствуют 
слагаемые с произведением W и W· , т. е. измерения 
частоты и скорости ее изменения независимы. 
Таким образом, вместо совместной функции рас-
согласования ρ( , )Ω Ω� , можно рассматривать раз-
дельно функции рассогласования ρ( )Ω  и ρ( )�Ω .

Подставляя их в выражение (2), логарифми-
руя и оставляя только зависящие от измеряемых 
параметров слагаемые, получаем выражение для 
соответствующих достаточных статистик:
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Оценки измеряемых параметров и диспер-
сии ошибок данных оценок находятся по методу 
наибольшего правдоподобия по выражениям [1]:
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После однократного и двухкратного диффе-
ренцирования по измеряемым параметрам выра-
жений (5) и (6) получим оценки и дисперсии оши-
бок оценок для параметров ω  и �ω  в явном виде:
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С учетом симметричности огибающей пачки 
данные соотношения можно упростить до вида
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где j  и l  – номера симметричных пар импульсов 

(отсчет номеров ведется от центра пачки), m
n

=
2

 –  

число пар импульсов, симметричных относи-
тельно центра пачки, Rj  – разность начальных 
фаз j -й симметричной пары импульсов, S j  и 
Sl  – суммы начальных фаз соответственно j -й  
и l -й симметричной пары импульсов.

Меры разрешающих способностей по несу-
щей частоте и скорости ее изменения определя-
ются из соотношений [1]:

∆ω σω= q ,                                (19)

∆ � �ω σω= q .                               (20)

В выражение (15) входят разности начальных 
фаз симметричных относительно центра пачки 
импульсов, что физически очевидно, т. к. при 
этом используются независимые разности фаз 
импульсов с наибольшим разносом по времени. 
В выражение (17) входят суммы начальных фаз 
симметричных относительно центра пачки им-
пульсов. Более подробный анализ показывает, 
что эти суммы с соответствующими весовыми 
коэффициентами эквивалентны всем возмож-
ным информативным вариантам разностей фаз.

Пусть пачка импульсов имеет прямоуголь-

ную огибающую ( )ξi n
=

1
. Применяя формулы 

(15–18) и формулы для конечных сумм [2], по-
лучим соответствующие выражения для оценок 
и дисперсий ошибок оценок несущей частоты и 
скорости ее изменения:
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Используя формулы для оценки несущей 
час тоты и скорости ее изменения пачки импуль-
сов, случайная ошибка измерения несущей ча-
стоты, обусловленная флуктуациями начальных 
фаз импульсов пачки, запишется в виде
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где ∆Rj – флуктуации разности начальных фаз j-й 
симметричной пары импульсов.

Аналогичным образом определяется случай-
ная ошибка измерения первой производной не-
сущей частоты по времени 
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где ∆Sj – флуктуации суммы начальных фаз j-й 
симметричной пары импульсов.

Дисперсии этих ошибок, соответственно, 
определяются выражениями:
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где  – операция статистического усреднения.
Предполагается, что фазовые флуктуации 

распределены по нормальному закону с нулевым 
средним. Коэффициенты корреляции фазовых 
флуктуаций импульсов, разнесенных на период 
следования т, описываются широко используе-
мыми в литературе зависимостями:
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где τ  – интервал корреляции флуктуаций фазы 

сигнала, γ
π

=
2

Tфл

 – частота осцилляций коэффи-

циента корреляции фазы; Tфл  – период осцилля-
ций коэффициента корреляции фазы.

Ошибки измерения несущей частоты и ее 
первой производной по времени пачки импульсов 
обусловлены двумя независимыми причинами: 
собственными шумами на выходе приемного 
устройства и фазовыми флуктуациями импульсов 
принимаемой пачки. Поэтому общие дисперсии 
ошибок измерения несущей частоты и ее первой 
производной по времени пачки импульсов

          σ σ σобщ ш фл
2 2 2= +                               (32)

определяются соответствующими суммами дис-
персии σш

2  шумовой ошибки и дисперсии σфл
2  

ошибки, вызванной фазовыми флуктуациями 
импульсов пачки.

Для оценки вклада, вносимого флуктуаци-
ями начальных фаз импульсов пачки, рассмот-
рим отношение дисперсии общей ошибки к дис-
персии шумовой ошибки
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Используя данное выражение, оценим от-
носительные дисперсии ошибок измерения не-
сущей частоты и ее первой производной по вре-
мени пачки из n импульсов для случаев фазовых 
флуктуаций, коэффициенты корреляции кото-
рых описываются выражениями (29–31). 

Соотношения для дисперсий ошибок изме-
рения несущей частоты σωфл

2  и ее первой произ-
водной по времени σω� фл

2 , вызванных флуктуаци-
ями начальных фаз импульсов пачки, могут быть 
найдены различными методами. Одним из таких 
методов является метод, согласно которому в вы-
ражениях (27) и (28) операции статистического 
усреднения проводятся для пачек с различным 
числом импульсов. Соотношения для дисперсий 
соответствующих шумовых ошибок σω

2  и σω�
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определяются выражениями (22) и (24).
При экспоненциальной корреляционной 

функции флуктуаций начальных фаз импульсов 
пачки относительные дисперсии ошибок изме-
рения несущей частоты и ее первой производной 
по времени описываются следующими соотно-
шениями:
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Если флуктуации начальных фаз импульсов 
пачки описываются гауссовой корреляционной 
функцией, то выражения для относительных 
дисперсий ошибок измерения несущей частоты 
и ее первой производной по времени примут вид:
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Для фазовых флуктуаций, описываемых ос-
циллирующей корреляционной функцией, вы-
ражения для приведенных выше относительных 
дисперсий ошибок преобразуются к следующему 
виду:
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На рис. 1 изображены графики коэффициен-
тов корреляции: экспоненциальной (кривая 1),  
гауссовой (кривая 2), осциллирующей (кривая 3) 
формы.

На рис. 2 представлены графики зависимос- 
ти относительной дисперсии ошибки измерения 
несущей частоты пачки из восьми импульсов 

от отношения 
T
τ

 для приведенных выше коэф-

фициентов корреляции (кривые 1–3 соответ-
ственно). Кривая 3 приведена для случая, когда 
Tфл

τ
= 3 . На рис. 3 приводятся аналогичные гра-

фики для относительной дисперсии ошибки из-
мерения первой производной несущей частоты 

по времени. Значение множителя 
q

m
q

2 2

1
2

2

σ
σϕ
ϕ=  

принимается равным 10, где q1  – отношение сиг-
нал/шум по мощности для одного импульса.

Рис. 1. Законы изменения корреляции  
фазовых флуктуаций

Рис. 2. Относительная дисперсия ошибки измерения 
несущей частоты пачки из восьми импульсов
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Рис. 3. Относительная дисперсия ошибки измерения 
первой производной несущей частоты по времени 

пачки из восьми импульсов

аналиЗ реЗультатоВ

Из графиков, изображенных на рис. 1–3, 
видно, что при малом отклонении коэффициента 
корреляции фазы между соседними импульсами 
пачки от единицы (при увеличении отношения 
T
τ

) ошибки измерения несущей частоты и ее 

первой производной по времени быстро нарас-
тают до значений соответствующих полной по-
тере когерентности пачки. Численное оценива-
ние показывает, что ошибка измерения несущей 
частоты пачки из восьми импульсов достигает 
данного значения уже при следующих значе-
ниях коэффициента корреляции фазы между 
соседними импульсами: для экспоненциальной 
формы коэффициента корреляции – 0,89, для 
гауссовой формы коэффициента корреляции – 
0,98, для осциллирующей формы коэффициента 
корреляции – 0,94. 

Для ошибки измерения первой производной 
несущей частоты по времени соответствующие 
значения коэффициента корреляции состав-
ляют: 0,63, 0,89, 0,79.

При этом существенное значение имеет ха-
рактер убывания коэффициента корреляции 
фазы. Наибольшее влияние на рост рассматрива-
емых ошибок оказывают фазовые флуктуации с 
осциллирующей формой коэффициента корре-
ляции.

Полученные результаты свидетельствуют о 
том, что неучет фазовых флуктуаций приводит к 
потере когерентности пачки, росту ошибок из-
мерения несущей частоты и ее первой производ-
ной по времени, а следовательно и ошибок из-
мерения радиальных скорости и ускорения цели. 
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