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УДК 621.391

Предварительная обработка сигналов с исПользованиеМ 
Метода SSA в задачах сПектрального анализа 

В. И. ВАСИЛИшИН

В статье рассматривается предварительная обработка наблюдаемых на фоне шума сигналов при их 
спектральном анализе собственноструктурными методами с использованием метода SSA и пред-
лагаемой модификации этого метода. Представлены результаты имитационного моделирования, 
подтверждающие повышение эффективности спектрального анализа сигналов при использовании 
метода SSA и его модификации. 
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введение

Реализация целого ряда современных ме-
тодов обработки сигналов, изображений, спек-
трального (пространственного) анализа сигналов 
с повышенным «разрешением» требует вычисле-
ния собственных значений (СЗ) и собственных 
векторов (СВ) ковариационной матрицы (КМ) 
наблюдения [1–7]. Задача поиска СЗ и СВ КМ 
наблюдений возникает в разложении Карунена–
Лоэва, анализе главных компонент (principal 
component analysis – PCA), анализе независимых 
компонент (independent component analysis – 
ICA), нелинейном анализе главных компонент, 
факторном анализе, предложенных в статистике 
и получивших широкое распространение в циф-
ровой обработке сигналов, при обработке сиг-
налов в адаптивных антенных решетках (ААР) и 
т. д. [1–16].

В технической литературе методы, использу-
ющие СЗ и СВ выборочных КМ, называют соб-
ственноструктурными (СС) или основанными 
на подпространствах СВ (subspace-based) [1]. 
Использование последнего термина обуслов-
лено разбиением СЗ и СВ на соответствующие 
подпространству сигналов (ППС) и подпро-
странству шума (ППШ). При этом возможна 
реализация СС методов с использованием ППС 
или ППШ. К СС методам относятся метод 
Писаренко, MUSIC, Root–MUSIC, Min-Norm и 
другие [1–7]. Следует отметить, что эти методы 
могут быть реализованы с использованием раз-
ложения по сингулярным значениям (СИЗ) и 
векторам (СИВ) матрицы данных (SVD–singular 
value decomposition) [1–7, 17–20]. 

Спектральный (пространственный) ана-
лиз  сигналов включает решение задач опреде-
ления числа гармонических компонент сигнала 
(числа источников излучения) и оценивания их 
парамет ров [1–7].

Особенность спектрального анализа состоит 
в обработке выборки временного ряда (а не со-
вокупности снимков данных, доступной при об-
работке в антенных решетках (АР)). Эта выборка 
разбивается на перекрывающиеся сегменты (под-
выборки) с помощью скользящего окна. Таким 
образом, формируют некий эквивалент снимков 

данных, получаемых при обработке в АР. Разница 
состоит в наличии взаимной зависимости сег-
ментов, что обусловлено их перекрытием [1, 2]. 

В реальных условиях априорной неопреде-
ленности относительно параметров выходных 
сигналов АР (выборки временного ряда при спек-
тральном анализе) в методах сверхразрешения 
используют оценки параметров плотностей рас-
пределений сигналов, которые формируются по 
обучающим выборкам конечного объема [7, 21]. 
В ряде случаев (движущейся цели, мерцающих 
помех и др.) имеет место малая выборка, которая 
при использовании максимально правдоподобной 
оценки КМ характеризуется условием K m< , где 
K  – число снимков (snapshots), m  число антен-
ных элементов. Для регуляризованной оценки КМ 
это условие принимает вид K V< , где V  – число 
источников излучения (гармонических компо-
нент сигнала). Малый объем выборки обусловли-
вает вырожденность выборочной КМ [14, 22–24]. 

В условиях малой выборки и низких значе-
ний отношения сигнал–шум (ОСШ) имеют ме-
сто аномальные ошибки (outliers) и пороговый 
эффект (резкое ухудшения точности оценивания 
при значениях ОСШ, меньших некоторого поро-
гового значения) [5, 15].

В технической литературе выделяют вы-
бросы в наблюдении [25] и при оценивании па-
раметров сигналов (аномальные ошибки оцени-
вания). Аномальные ошибки возможны и при 
многошкальных измерениях, когда имеет место 
неправильное раскрытие неоднозначности [26].

Повышение эффективности адаптивной 
пространственной фильтрации с помощью ААР 
в условиях малой выборки возможно за счет ре-
гуляризации (например, диагонального взвеши-
вания) выборочной КМ. Повышение эффектив-
ности спектрального анализа СС методами при 
низких значениях ОСШ и малой выборке воз-
можно за счет использования дополнительной ин-
формации о структуре КМ (персимметрии и т. д.),  
оценивания КМ по принципу ожидаемого прав-
доподобия «expected likelihood», стратегии со-
вместного оценивания (ССО) и некоторых дру-
гих подходов [22–24, 27–28]. ССО направлений 
прихода (НП) нескольких сигналов (комбиниро-
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ванной пеленгации) [27, 28] подразумевает одно-
временное использование нескольких методов 
оценивания, отличающихся своими характери-
стиками (формирование «банка» методов). Банк 
методов позволяет получить совокупность пред-
варительных оценок НП сигналов. На основании 
этих оценок в соответствии с некоторым прави-
лом получают результирующие (окончательные) 
оценки НП сигналов.

В последнее время предпринимаются по-
пытки ослабления влияния малого числа вы-
борок и низких ОСШ за счет использования 
неклассических компьютерно-ориентирован-
ных подходов в статистике [29–30]. Эти работы 
основываются на новом классе технологий, 
объединенных общим термином «численный 
ресамплинг» (resampling) или «повторное ис-
пользование выборки». Наиболее известные ме-
тоды этой технологии – метод «складного ножа» 
(jackknife), бутстреп (bootstrap), перестановка 
(permutation). Эти подходы позволяют форми-
ровать «псевдовыборки» в случае, когда нет воз-
можности повторно получить истинные наблю-
дения (увеличить объем выборки).

В [27] представлена псевдослучайная стра-
тегия совместного оценивания НП (PR–JES), в 
которой используется рандомизация СВ ППШ 
выборочной КМ. Особенности ССО с исполь-
зованием несобственноструктурных методов на 
основе адаптивных решетчатых фильтров пока-
заны в [31].

Известен также вариант рандомизации вы-
борки, в котором к исходным данным добавляют 
псевдослучайный шум [32–34], дисперсия ко-
торого изменяется в соответствии с изменением 
дисперсии шума измерения. 

Особенность некоторых вариантов ССО, 
рандомизации данных с использованием псевдо-
шума состоит в том, что окончательные оценки 
НП сигналов получают цензурированием предва-
рительных оценок НП. Это позволяет уменьшить 
влияние аномальных ошибок, содержащихся в 
предварительных оценках, на окончательные 
оценки НП. Для этого требуется дополнительная 
априорная информация о возможном интервале 
их значений. Известны и другие подходы по по-
лучению окончательных оценок НП сигналов. 
В [34] предварительные оценки НП подставля-
ются в функцию метода максимального правдо-
подобия и осуществляется отбор тех оценок, для 
которых значения этой функции максимальны. 
Возможны идентификация аномальных оценок 
НП сигналов и их «лечение» [23, 35] с использо-
ванием теста сферичности (sphericity test).

Развитие методов «численного ресамплинга» 
было продолжено в [36] для обнаружения нели-
нейности во временных рядах. Этот подход на-
зывают технологией получения суррогатных 
данных (surrogate data) [36–39]. 

В работах [40–44] показано, что недостатком 
применения технологии суррогатных данных без 

адаптации алгоритма рандомизации фаз Фурье-
спектра наблюдения к ОСШ является малая за-
висимость точности оценивания частот гармо-
нических компонент сигнала после порогового 
ОСШ (насыщение (saturation) среднеквадра-
тической ошибки оценивания частот СС мето-
дами). Адаптация алгоритма рандомизации фаз 
Фурье-спектра наблюдения к ОСШ, которая ис-
пользовалась в работах [40, 42–44], требует зна-
ния (или оценивания) значения ОСШ.

Следует отметить, что технология суррогат-
ных данных – один из подходов, направленных 
на снижение уровня аддитивного шума в на-
блюдении [44]. Также ее можно отнести к пред-
варительной (перед применением СС и других 
методов) обработке сигналов при их спектраль-
ном (пространственном) анализе. Наиболее из-
вестные примеры предварительной обработки 
сигналов – пространственное сглаживание КМ 
наблюдения, формирование многолучевой диа-
граммы направленности и т.д.

Уменьшение шума наблюдения возможно 
на уровне данных, на уровне КМ данных, на 
уровне СЗ и СВ КМ [45, 46]. Известны следую-
щие подходы по снижению шума наблюдения: 
1) вычитание наименьшего шумового СЗ из диа-
гональных элементов выборочной КМ (в методе 
Писаренко); 2) основанная на теореме Эккарта–
Янга–Мирского [1, 4, 47] аппроксимация КМ 
наблюдения ковариационной матрицей более 
низкого ранга, равного числу сигнальных компо-
нент; 3) метод обобщенных наименьших квадра-
тов (total least squares – TLS) и структурирован-
ных наименьших квадратов (structured total least 
squares – STLS); 4) использование вейвелетов  
[6, 7, 45–51] и др.

При аппроксимации КМ наблюдения ма-
трицей более низкого ранга, применении ме-
тодов TLS и STLS, используют СЗ и СВ (СИЗ и 
СИВ) ППС. Сохранение лишь СВ (СИВ) ППС 
и соответствующих им СЗ (СИЗ) при аппрокси-
мации КМ наблюдения (матрицы данных) эф-
фективно способствует увеличению ОСШ, по-
скольку устраняет вклад компонент ППШ. 

Отбор СИЗ и СИВ ППС и понижение ранга 
матрицы данных осуществляется также в методе 
анализа сингулярного спектра (singular spectral 
analysis- SSA), в отечественной литературе извест-
ного как метод «Гусеница» (caterpillar) [52], в рабо-
тах Кумаресана и Тафтса [1, 47] и др. [48–49, 53]. 

Цель данной работы – повышение эффектив-
ности спектрального анализа СС методами (ме-
тодами, основанными на подпространствах СВ)  
с использованием метода SSA и предлагаемой 
модификации этого метода в условиях малой вы-
борки. 

Модели и доПуЩения

Предположим, что сигнал – совокупность V 
гармонических компонент x n nv v v v( ) sin( )= +α ω ϕ ,  
где αv  – амплитуда, ω πv vf= 2  – частота,  

ФоРМиРованиЕ и оБРаБоТка Сигналов
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а jv  – фаза v -й гармонической компоненты. 
Модель наблюдения, характерная для приложе-
ний спектрального анализа,  имеет вид [54]

y n x n e n s n e nv
v

V

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + = +
=
∑

1

, n N= −0 1, ,… , (1)

где x nv
v

V

( )
=
∑

1

 – сигнал, e n( )  – аддитивный белый 

гауссов шум, n  – дискретные моменты времени.
Будем полагать, что jv  – случайные незави-

симые величины, равномерно распределенные 
на интервале [0, 2π), а ω πv ∈[ , )0 . Шум измере-
ний e n( )  имеет нулевое математическое ожида-

ние и дисперсию σ2 . По наблюдению y n
n

N
( ){ } =

−

0

1
 

необходимо дать оценки значениям частот 
ωv v V, , ,=1�  используя методы спектрального 
анализа. 

С учетом сделанных предположений о сиг-
нале и шуме, математическое ожидание наблю-
дения равно нулю [2, 3]. Поэтому ковариацион-
ная и корреляционная матрицы наблюдения в 
рассматриваемом случае эквивалентны.

Входную выборку размером N  удобно пред-
ставить в виде K N m= − +1  подвыборок разме-
ром m V> 2  [40-44, 54] 

 y( ) ( ) ( )n y n y n m
T= + −[ ]… 1 , n K=1, ,… . (2)

Тогда модель (1) можно представить в виде 
[54]
 y Bx e g e( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n= + = + , (3)

где x( )n  – 2 1V ×  вектор вида
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B A A= [ ( ) ( )]ω ω1 … V  – m V× 2  матрица, в которой 

матрицы A a a( ) [ ( ) ( )]ω ω ωv c v s v=  состоят из двух 

векторов – ac v v v
Tm( ) [ cos( ) cos(( ) )]ω ω ω= −1 1…   

и as v v v
Tm( ) [ sin( ) sin(( ) )]ω ω ω= −0 1… , а вектор 

шума e( ) ( ) ( )n e n e n m
T= + −[ ]… 1 , g Bx( ) ( )n n= .

С учетом представления (3), КМ y( )n  имеет 
вид

 R y y BSB I= = +E n nT T[ ( ) ( )] σ2 , (5)

где E  – символ математического ожидания, ()t  
означает транспонирование, S  – КМ сигналов 
ранга 2V  [1,2]. 

Оценка КМ размером m m×  имеет следую-
щий вид:

 R y y YY^ ( ) ( )= =
=
∑1 1

1K
n n

Kn

K
T T , (6)

где Y y y= [ ( ), , ( )]1 … K – m K×  матрица данных 
(выборка объема K N m= − +1 ).

Отметим, что матрица данных может быть 
теплицевой, ганкелевой [1, 44, 55, 56], соответ-
ствовать так называемому ковариационному 
методу (название не соответствует статисти-
ческому определению этого термина [1, 55]). 
Представление матрицы данных в виде ганке-
левой (теплицевой) матрицы, строками которой 
являются перекрывающиеся сегменты выборки 
временного ряда, соответствует развертке вы-
борки одномерного временного ряда в выборку 
многомерного ряда [36]. Преимущества исполь-
зования теплицевой (ганкелевой) матрицы дан-
ных отмечены в работах [46–49]. 

Для матрицы R^  справедливо следующее 
разложение по СВ и СЗ [1, 2, 40–44]:
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где γ γ γ^ ^ ^
^1 2> > >…

V
– СЗ ППС, γ σ γ σ^ ^ ^ ^^ , ,V K+ ≈ ≈1

2 2…  
и γ γ γ^ ^ ^

K K m+ +≈ ≈ ≈1 2 0…  – СЗ подпространства 
шума (ППШ), U u u^ ^ ^[ ]^s V= 1� – m V×

^
 матрица 

СВ ППС, U^ n – m m V× −( )
^

 матрица СВ ППШ,  

ΛΛ^ s – диагональная матрица, которая содержит V
^

 
сигнальных (наибольших) СЗ, а ΛΛ^ n – диагональ-

ная матрица, которая содержит m V-
^

 СЗ ППШ,  

а V
^

 – оценка числа гармонических компонент. 
Оценка числа гармонических колебаний 

может быть получена одним из известных методов 
– Акаике (AIC), Шварца–Риссанена (MDL) и др. 
[1, 44, 57]. Отметим, что, ввиду использования 

вещественной модели V V
^

= 2  [1, 54].
Для моделирования предлагаемого подхода 

используем метод Root-MUSIC [1,28, 34, 40–44]:

 P z z zrm
T

n n
T

( ) ( ) ( )^ ^= −a U U a1 , (8)

где a( ) [ , , , ]z z zm T= −1 1… , z = exp(i )ω . Оценки ча-

стот получают по фазам V
^

/ 2  корней полинома 
(8) с наибольшими модулями ( z v Vv , , /

^
=1 2… ). 

сПектральный анализ  
с исПользованиеМ Метода SSA

Известно, что при достаточно больших зна-
чениях ОСШ (или отсутствии шума наблюдения) 
ранг КМ наблюдения равен числу источников 
сигнала. Наличие шума наблюдения обуслов-
ливает полный ранг КМ. При низких ОСШ же-
лательно вернуться к идеализированному слу-
чаю отсутствия шума. На основании теоремы 
Эккарта–Янга можно найти оценку КМ сигнала 
более низкого ранга [1]. Эта теорема была при-
менена к матрице данных в [47].

В соответствии с теоремой Эккарта–Янга 
осуществляется усечение разложения КМ по 
СЗ и СВ (матрицы данных по СИЗ и СИВ). 
Использование СВ ППС основано на том, что из 
теории матриц известно, что главные СВ, соот-
ветствующие большим сильно разнесенным СЗ, 
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относительно малочувствительны к возмуще-
ниям матричных элементов.

Покажем особенность процесса усече-
ния разложения по СЗ и СВ (СИЗ и СИВ). 
Представим  (7) в виде

 R u u u u u u^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^= = + +
=
∑γ γ γq q q

T

q

m T

m m m
T

1
1 1 1 � . (9)

Это представление показывает возможность 
выполнения как разложения КМ по СЗ и СВ, так 
и восстановления (реконструкции) КМ на осно-
вании СЗ и СВ [43,46-49]. 

По аналогии можно представить разложение 
по СИЗ и СИВ (SVD) матрицы данных Y  [43, 
46–49]

Y u v u v u v= = + +
=
∑µ µ µ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

q q q
T

q

m
T

m m m
T

y

y y y
1

1 1 1 � ,  (10)

где m m Ky ≤ { }min ,  – ранг матрицы Y , mq  – СИЗ, 
u^ q  – левые СИВ, а v^ q  – правые СИВ матрицы 
данных Y .

Отметим, что разложение по СИЗ и СИВ 
(SVD) лежит в основе ряда методов обработки 
сигналов, изображений, регуляризации матриц и 
т.д. [18, 58].

Аппроксимация матрицы данных (КМ) ма-

трицей Y u vаппр =
=
∑µ̂ ^

^

q q q
T

q

V

1

 (R u u^ ^ ^ ^

^

аппр =
=
∑γq q q

T

q

V

1

) бо-

лее низкого ранга (равного числу гармоничес-
ких компонент сигнала), т.е. с использованием 
только сигнальных СЗ и СВ (СИЗ и СИВ), по-
зволяет уменьшить шум наблюдения в матрице 
данных (КМ) [45–49]. Такую аппроксимацию 
матрицы данных называют усеченным разложе-
нием по СИЗ и СИВ (truncated SVD).

В технической литературе по адаптивной 
фильтрации и адаптивным антенным решеткам с 
СВ ППС связывают такие понятия как собствен-
ный фильтр (eigenfilter), собственный лепесток 
(собственная диаграмма направленности) [6, 16]. 
Например, элементы какого-либо СВ ППС рас-
сматривают как коэффициенты импульсной ха-
рактеристикой (ИХ) фильтра с конечной ИХ, 
называемого собственным фильтром (eigenfilter) 
[6, 16, 58]. 

Аппроксимация КМ наблюдения матрицей 
более низкого ранга используется в некоторых 
СС методах (методах, основанных на подпро-
странствах СВ) – в исходном методе ESPRIT, 
методе матричного пучка (matrix pencil) и др.  
В методе Pro-ESPRIT осуществляется фильтра-
ция шума на уровне КМ и при разложении КМ 
по СЗ и СВ.

В [52] восстановленную до размера N ×1  вы-
борку временного ряда («восстановленную» из 

m K×  матрицы Y u vаппр =
=
∑µ̂ ^

^

q q q
T

q

V

1

) получают пу-

тем усреднения элементов Yаппр , находящихся 

на ее кроссдиагоналях (диагоналях, параллель-
ных побочной диагонали). 

Таким образом, реализация метода анализа 
сингулярного спектра (singular spectra analysis -SSA) 
предполагает выполнение таких операций [52]: 
1) формирование ганкелевой матрицы данных; 
2) поиск СИВ и СИЗ этой матрицы (или СЗ и СВ 

ее КМ); 3) отбор V
^

 наибольших СИЗ и соответ-
ствующих им СИВ и формирование отфильтро-
ванной от шума наблюдения матрицы данных 

Y u vаппр =
=
∑µ^ ^

^

q q q
T

q

V

1

; 4) получение отфильтрованной 

выборки временного ряда yфильтр( )n  [59] путем 
усреднения элементов матрицы Yаппр  (ганкелиза-
ции), находящихся на ее кроссдиагоналях. 

В работах [47–49], в отличие от метода SSA, 
используют теплицеву структуру матрицы дан-

ных и усреднение элементов Y u vаппр =
=
∑µ^ ^

^

q q q
T

q

V

1

,  

находящихся на диагоналях, параллельных ее ос-
новной диагонали.

Отметим, что усреднение элементов КМ 
общего вида, находящихся на диагоналях, парал-
лельных основной диагонали, позволяет выпол-
нить теплицизацию оценки КМ [60,61]. Однако 
использование такой оценки приводит к посто-
янству среднеквадратической ошибки оценива-
ния частот гармонических компонент сигнала 
(угловых координат источников шумового излу-
чения) СС методами при средних и больших зна-
чениях отношения сигнал–шум [44].

Помимо связи метода SSA и работ [47, 49] 
следует отметить и его связь с подходом, пред-
ложенным Кэдзоу. В его работе [48] указана воз-
можность итерационного применения шагов 
усечения и ганкелизации.

Рассмотрим возможность усовершенство-
вания рассмотренного подхода по уменьшению 
шума наблюдения. Известно, что матрица СЗ 
ППС имеет вид ΛΛs V Vdiag= + +( , , )γ ξ γ ξ1 1 2 2… , где 

ξ ξ1 2, ,… V  – шумовые СЗ, равные дисперсии шума 
измерения. По аналогии с [46] можно очистить 
матрицу СЗ (СИЗ) от шума вычитанием с ее диа-
гональных элементов дисперсии шума наблюде-
ния σ2  ( σ ). 

Обычная оценка дисперсии шума наблюде-

ния, определяемая как σ^
^ ^

( / ( ))trace( )
2

1= −m V nΛΛ )  
[32-34, 40, 44], не учитывает компоненты 
шума, которые аддитивно добавляются к СЗ 
ППС. Таким образом, приближение оценки 
дисперсии шума наблюдения выражением 

σ^
^ ^( / ( ))trace( )прибл

2
1= −m V nΛΛ  приводит к за-

ниженному ее значению. Представляет ин-
терес использовать результаты работ [62, 63] 
для получения улучшенной оценки дис-
персии шума. Предлагаемая оценка дис-

персии шума равна σ σ^ ^ ^
/ ( / )

2

1

2
1= −V K , где 

σ σ γ σ γ σ^ ^ ^ ^( ) ( ) / ( )

^

1

2 2

1

2 2
1= + −

=
∑прибл прибл прибл/K q
q

V

q .
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Таким образом, предлагаемая модификация 
метода SSA может быть описана следующей по-
следовательностью шагов: 1) определение числа 
гармонических компонент сигнала; 2) формиро-
вание ганкелевой (теплицевой) матрицы данных; 
3) поиск СИВ и СИЗ этой матрицы (или СЗ и СВ 
соответствующей ей КМ); 4) оценка дисперсии 

шума σ^
2

; 5) отбор V
^

 наибольших СИЗ и соот-
ветствующих им СИВ (наибольших СЗ и соот-
ветствующих им СВ) и формирование отфиль-
трованной от шума наблюдения матрицы данных 

Y u vфильтр = −
=
∑( )^ ^ ^

^

µ σq q q
T

q

V

1

; 6) формирование вы-

борки yфильтр( )n  путем усреднения элементов 
матрицы Yфильтр , находящихся на диагоналях, 
параллельных основной (побочной) диагонали; 
7) поиск СИЗ и СИВ матрицы данных, сформи-
рованной из yфильтр( )n  (СЗ и СВ КМ yфильтр( )n ).

После шага 6 возможно применение любого 
из методов, основанных на использовании под-
пространств. Шаги 1-6 могут быть рассмотрены 
как коррекция обработки сигналов.

Кроме того, возможен повтор шагов 2-6 – в 
качестве входных данных для шага 2 следует ис-
пользовать выборку данных yфильтр( )n .

Моделирование осуществлялось для N = 64 ,  
N s =100 , m = 54 , K N m= − + =1 11 , L =1000 .  
Рассматривались два набора частот двухком-
понентного сигнала. При формировании КМ 
yфильтр( )n  эта выборка разбивались на сегменты 
аналогично разбиению выборки исходного вре-
менного ряда. Предполагалось, что число гармо-
нических компонент сигнала равно V

^
= 4  (оно 

может быть определено одним из известных ме-
тодов [1, 2, 6, 56]).

В первом случае предполагалось наличие 
двух равномощных гармонических компонент 
наблюдаемого сигнала с частотами: f1 0 2= .  Гц 
и f2 0 215= .  Гц. Для рассматриваемых усло-
вий моделирования предел разрешения по 
Рэлею равен ( / ) .1 0 0156N = . Таким образом, 
∆f N= <0 015 1. ( / ) . ОСШ определялось как 

10 10
2

1

2log ( / )α σv
v

V

=
∑ , где σ2  – дисперсия шума. 

На рис. 1 показаны зависимости среднеквад-
ратической ошибки (СКО) оценивания частот 
от значений ОСШ (SNR), полученные методом 
Root-MUSIC для: исходных данных наблюдения 
и их предварительной обработки – фильтрации 
сигнальных компонент в наблюдении методом 
SSA (формировании КМ по yфильтр( )n ) и филь-
трации улучшенным методом SSA (Root-MUSIC 
with improved SSA).

Анализ зависимостей, приведенных на 
рис. 1, показывает, что во всем рассматриваемом 
диапазоне ОСШ оба варианта предварительной 
обработки сигнала позволяют повысить эффек-
тивность оценивания частот. Предложенная мо-
дификация метода SSA позволяет повысить точ-
ность оценивания при низких ОСШ (рис. 1).

Рис. 1. Зависимости СКО оценивания частот  
гармонических компонент сигнала от ОСШ

Для пары частот f1 20 64= /  Гц и f2 21 64= /  Гц, 
кратных величине 1 / N  [1, 41, 44], результаты 
расчета СКО приведены на рис. 2. 

Рис. 2. Зависимости СКО оценивания частот  
гармонических компонент сигнала от ОСШ

Легко заметить, что в этом случае свойства 
и качественный характер СКО и сохраняются. 

Анализ приведенных результатов и резуль-
татов [39–44] позволяет предположить, что до-
полнительного повышения эффективности 
спектрального анализа можно достичь путем со-
вместного использования технологии суррогат-
ных данных и метода SSA.

выводы

Использование сингулярного усечения 
(truncated SVD) матрицы данных, обладающей 
структурными свойствами, с последующим ус-
реднением элементов, находящихся на диагона-
лях усеченной матрицы, параллельных ее основ-
ной (побочной) диагонали, позволяет повысить 
эффективность спектрального анализа СС мето-
дами (методами, основанными на подпростран-
ствах СВ), в условиях малой выборки. В работе 
предложена модификация метода SSA, исполь-
зующая улучшенную оценку дисперсии шума на-
блюдения. Применение этой модификации по-
зволяет повысить эффективность спектрального 

василишин в. и. Предварительная обработка сигналов с использованием метода SSA в задачах спектрального анализа
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анализа методом Root-MUSIC в области низких 
значений ОСШ. 

Метод SSA и его модификация могут быть 
использованы при решении задачи оценива-
ния НП источников шумового излучения (при 
обработке в АР), повышения точности предва-
рительных оценок НП при многошкальных из-
мерениях, снижения шума изображений, для 
формирования суррогатных данных [41, 42-44]. 
Формирование и использование суррогатных 
данных позволит дополнительно повысить эф-
фективность спектрального анализа методом 
Root-MUSIC в области низких значений ОСШ. 
Также дополнительного исследования в рамках 
рассмотренного подхода уменьшения шума на-
блюдения требует так называемый эффект пере-
качки подпространств (subspace swap). 
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У статті розглядається попередня обробка спосте-
режуваних на фоні шуму сигналів у ході їх спектраль-
ного аналізу власноструктурними методами з вико-
ристанням методу SSA та модифікації цього методу, 
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