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Побудова та аналіз однокрокової схеми інтегрування  
в часі задачі термопружності оболонок, податливих  
до зсувів та стиснення. ЧАСТИНА 1

Р.Б. МАЛЕЦЬ, Г.А. ШИНКАРЕНКО 

У цій статті розглянуто побудову та аналіз однокрокової рекурентної схеми (ОРС) інтегрування в 
часі задачі термопружних оболонок, податливих до зсуву та стиснення під впливом нестаціонар-
ного теплового та силового навантаження. В основу схеми покладено змішану варіаційну задачу 
термопружності, в якій окрім взаємного впливу температурного поля та поля механічних напру-
жень також враховано пружно-в’язкі властивості матеріалу оболонок. Досліджувану модель отри-
мано за припущення про лінійний розподіл переміщень та температури за змінною товщини та 
після застосування процедури напівдискретизації методу Гальоркіна варіаційної задачі тривимір-
ної термопружності. Тоді шуканими функціями є вектор пружних зміщень і поворотів нормалі та 
вектор приросту температури, які визначені на серединній поверхні оболонки. Доведено теорему 
про коректність формулювання варіаційних рівнянь ОРС. Для аналізу стійкості ОРС використано 
рівняння балансу енергії частково дискретизованої задачі і подано достатній критерій безумовної її 
стійкості. Апроксимативність ОРС охарактеризовано апріорними оцінками похибок.

Ключові слова: початково-крайова задача термопружності, матеріал з миттєвою пам’яттю, оболон-
ка, податлива до зсуву та стиснення, варіаційне формулювання, часткова дискретизація за змінною 
товщини, коректність частково дискретизованої варіаційної задачі, напівдискретні апроксимації 
методу Гальоркіна, умови регулярності вхідних даних задачі, існування розв’язку, однокрокова ре-
курентна схема, апріорні та апостеріорні оцінки похибок апроксимації, стійкість, збіжність.

Вступ

Аналіз термопружних процесів у тонкостін-
них будівельних конструкціях, у складових при-
ладів радіо- та мікроелектроніки становить одне 
із чільних завдань для різноманітних застосувань 
в таких галузях, як медицина машинобудування, 
безпеки життєдіяльності тощо [6, 7, 8].

Дане дослідження передбачає побудову та 
аналіз ОРС інтегрування в часі задачі термопруж-
ності для тонких оболонок, матеріал яких володіє 
короткочасною пам’яттю [3, 5]. Для чисельного 
розв’язування вказаного класу варіаційних за-
дач, як правило, використовуються проекцій-
но-сіткові методи, засновані на напівдискретних 
апроксимаціях Гальоркіна із застосуванням одно-
крокових рекурентних схем інтегрування в часі. 
Запропоновані тут схеми досліджуються на основі 
рівняння балансу енергії шляхом доведення їх 
стійкості та побудови апріорних оцінок швидкості 
збіжності до нуля похибки наближених розв’язків.

У п.  1 сформульовано початково-крайову 
та відповідну їй варіаційну зв’язну задачу дина-
мічної термопружності пружного тіла з ураху-
ванням відповідних лінійних пружно-в’язких 
властивостей матеріалу, а також записано рів-
няння балансу енергії. Далі у п. 2 за припущення 
про малість товщини та вибору незалежних про-
сторових змінних варіаційної задачі сконстру-
йовано такий підпростір допустимих функцій, 
який дозволяє виконати відокремлення змінної 
товщини. В результаті отримано відповідну част-
ково дискретизовану варіаційну задачу динаміки 
термопружно-в’язких оболонок, податливих на 

зсув та стиснення. П. 3 присвячено дискретизації 
задачі за часовою змінною. У п. 4 побудовано од-
нокрокову рекурентну схему (ОРС) інтегрування 
в часі варіаційної задачі на засадах дискретизації 
Бубнова-Гальоркіна, поданих в [3, 4]. У п.  5 за-
писано енергетичне рівняння напівдискретизо-
ваної в часі задачі.

З огляду на рівняння балансу енергії дина-
мічної термопружності в п.6 побудовано апріорні 
оцінки і знайдено достатній критерій безумовної 
стійкості ОРС та досліджено стійкість одно-кро-
кової рекурентної схеми Врешті-решт у п. 7 скон-
струйовано оцінки похибок дискретизації в часі 
для динамічних задач термопружності оболонок, 
податливих до зсуву та стиснення.

1. ПОЧАТКОВО-КРАЙОВА ТА ВАРІАЦІЙНА 
ЗАДАЧІ ТЕРМОПРУЖНОСТІ

Нехай пружне тіло займає у просторі �3  об-
межену область d  з неперервною за Ліпшицем 
границею S d= ∂ .

Припускаємо, що на нього діють масові 
сили { ( , )}F ti ix =1

3 , поверхневі навантаження 
� �σσ = ={ ( , )}σi itx 1

3  на S Sσ ⊂ , внутрішні джерела тепла 
g g t= ( , )x  і тепловий потік 

� �
q q t= ( , )x  на границі 

S Sq ⊂ , під впливом яких виникають пружні пе-
реміщення U x= ={ ( , )}u ti i 1

3  та приріст температури 
θ( , )x t  відносно початкової температури θ0( )x . 
Вважаємо, що ці характеристики задовольняють 
рівняння лінійної термопружності [7, 8, 10]
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де ∂ = ∂ ∂ ′ = ∂ ∂ ′′ = ∂ ∂i iv x v v t v v t: / , : / , : / .2 2  Тут і далі 
за індексами, що повторюються, передбачається 
підсумовування від 1 до 3.

Оскільки йдеться про матеріал з короткочас-
ною пам’яттю, то фізичні співвідношення, а саме 
гіпотеза Дюгамеля-Неймана набувають вигляду:
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2

                    (3)

Властивості матеріалу пружного тіла характе-
ризуються густиною маси ρ ρ= ( )x , коефіцієнтом 
питомої теплоємності при сталих деформаціях 
c cε ε= ( )x ; теплові та механічні характеристики 
описуються такими коефіцієнтами: коефіцієн-
том температурних напружень βij , коефіцієн-
тами теплопровідності lij , коефіцієнтами cijkm  
термопружності та коефіцієнтами aijkm  в’язкості, 
докладніше див. [1, 3]. Останні три володіють 
властивостями симетрії та еліптичності
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У випадку ізотропних властивостей матері-
алу вище застосовувані коефіцієнти набувають 
таких значень:
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де δij − символ Кронекера, λ µv v,  – модулі в’яз-
кості, αT  – коефіцієнт лінійного температурного 
розширення, E  – модуль Юнга, ν  – коефіцієнт 
Пуассона.

Доповнимо рівняння (1)–(3) крайовими 
умовами вигляду
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та початковими умовами
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де κ  – відомий коефіцієнт теплообміну з довкіл-
лям.

Початково-крайова задача термопружності 
(1)–(7) допускає варіаційне формулювання ви-
гляду:

дано
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де простори допустимих переміщень і темпера-
тури
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З огляду на нерівність Корна, властивості си-
метрії та еліптичності (4) можна ввести норми на 
просторах Y та G
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та отримати таке рівняння балансу енергії:
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дисипацію, зумовлену наявністю в’язко-
сті та температурного поля пружного тіла, 

1
2 0

2
0

2
0

2|| || || || || ||V UH Y Z+ + θ  – початкове значення 

енергії, < ′ > + < >[ ]∫ l r d
t

( ), ( ) ( ), ( )τ τ τ θ τ τV
0

 – притік 

енергії, за деталями див. [4, 9].

2. МАЛІСТЬ ТОВЩИНИ І ЧАСТКОВО 
ДИСКРЕТИЗОВАНА ЗАДАЧА

Вважатимемо, що область d ∈�3  можна 
описати у криволінійній ортогональній системі 
координат α α α1 2 3, ,( )  так, що
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де A Ai i= ( )αα  та k ki i= ( )αα  – коефіцієнти першої 
квадратичної форми та головні кривини поверхні 
W.

Далі для спрощення викладок припускати-
мемо, що поверхня тіла S  поділена на частини 
ненульової міри в такий спосіб
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Наслідуючи міркування статті [3, 9] апрокси-
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Для визначення векторів розвинень пере-
міщень s s s u= =( , ) ( ( , ), ( , ))1 2 αα γγ ααt t  та температури 
θθ αα αα= ( ( , ), ( , ))θ θ1 2t t  і за допомогою інтегрування 
за змінною α3  рівнянь задачі (8) прийдемо до 
частково дискретизованої задачі вигляду [9]:
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Тут використано векторні простори
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Тут κ κ+ −, – коефіцієнти теплообміну на від-
повідних поверхнях Ω Ω+ −, , q q+ − −,  теплові по-
токи, а � �σσ ,,σσ+ − – поверхневі напруження на Ω Ω+ −, ,  
відповідно. Деталі побудови задачі (12) див. [1, 3].

Задача (12) описує основний об’єкт дослі-
дження цієї статті. Її побудову та аналіз без ура-
хування в’язкості матеріалу оболонки виконано 
у роботі авторів [9], куди ми відсилаємо читача за 
деталями. 

Додавання ефектів в’язкості до згаданої мо-
делі оболонки призводить до появи форми aW(.,.), 
структура якої ідентична формі cW(.,.), якщо в 
останній замінити модулі пружності на модулі 

приборостроение
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в’язкості; внаслідок цього стає правильним таке 
твердження.

Теорема 2.1. Нехай mes Su > 0 , тоді непе-
рервна симетрична білінійна форма a ( . , . ),  ви-
значена у (13), є Wh -еліптичною і створює норму 
на просторі допустимих переміщень Wh

     ||| ||| ( , ), ,v v v vW hh
a W= ∀ ∈Ω              (15)

еквівалентну нормі || . || [H1(W)]6.
Тепер, повторюючи методику доведення 

праці [4], прийдемо до такого твердження.
Теорема 2.2 Про коректність варіаційної за-

дачі термопружності оболонок, податливих до 
зсуву та стиснення.

Нехай дані варіаційної зв’язаної динамічної 
задачі термопружності (12) характеризуються 
умовами регулярності 
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Тоді варіаційна задача (12) має єдиний 
розв’язок ψψ θθ( ) { ( ), ( )}t t t= s  і при цьому

′ ∈ ∈

∈

s H s( ) ( , ; ), ( ) ( , ; ),

( ) ( , ; ),

t L T t L T W

t L T Q

h

h

2 2

2

0 0

0θθ      (17)
1
2

2 2 2

2

|| ( ) || || ( ) || || ( ) ||

|| ) || ||| (

′ + +{ }+

+ + ′

s s

( s

H Zt t tW

Q

h

h

θθ

θθ τ ττ τ

τ

) |||

|| || || || || ||

|| ( ) ||

W

t

W

h

h

d

C

L

{ } ≤

≤ + +{ }+

+

∫

′

0

0
2

0
2

0
2υυ H Zs θθ

WW Q

t

h h
R d

t T

2 2

0

0

+{ }
∀ ∈

′∫ || ( ) ||

[ ],

τ τ

           (18)

зі сталою C > 0 , значення якої не залежить від 
величин, що нас цікавлять. Тут використано 
енергетичні норми, породжені білінійними фор-
мами задачі (12), а саме, 
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3. ДИСКРЕТИЗАЦІЯ ВАРІАЦІЙНОЇ ЗАДАЧІ 
ЗА ЧАСОВОЮ ЗМІННОЮ

Поділимо відрізок часу [ , ]0 T  на n  рів-
них (хоча, як це буде зрозуміло пізніше, не 
обов’язково) частин та визначимо ∆t T n: /=  
як крок інтегрування в часі задачі (12), а точки 
t j t j nj = =∆ , , ... ,0 , та проміжки [ , ]t tj j +1  назива-
тимемо вузлами часової сітки та кроками інте-
грування в часі, відповідно.

З огляду на змішану структуру задачі (12) 
на кожному відрізку часу [ , ]t tj j +1  її розв’я-
зок ψψ θθ( ) { ( ), ( )}t t t= s  наближатимемо парою 
ψψ θθ∆ ∆ ∆t t tt t t( ) { ( ), ( )}= s  такого вигляду: 
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де векторні функції s j
j

hW,
/

υυ
i +

∈
1 2

 та θθ θθj
j

hQ,
/i +

∈
1 2

 
підлягатимуть визначенню.

Щоб з’ясувати фізичний зміст шуканих ко-
ефіцієнтів, розглянемо значення компонент 
апроксимації ψψ∆t t( )  та їхніх похідних у вузлах 
сітки, а саме
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            (21)

Оскільки апроксимацію пружного зміщення 
на кожному кроці інтегрування в часі вибрано у 
формі інтерполяційного полінома Ерміта, то ви-
конання початкових умов задачі (12) перетворю-
ється у рутинну процедуру, а саме, на першому 
кроці [ , ]t t0 1  апроксимацію зміщення та темпера-
тури вибираємо у вигляді
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        (22)

Отже, зроблений тут вибір ґатунку апрокси-
мації розв’язку задачі гарантує точне виконання 
її початкових умов.

З іншого боку, у правій частині (22) залиши-

лася пара невідомих { }
/ /

,υυ θθ
i ij j

h hW Q
+ +

∈ ×
1 2 1 2

, яка 
відтворює пришвидшення зміщень та швидкість 
зміни температури на цьому часовому кроці. Для 
їхнього визначення маємо незадіяну систему ва-
ріаційних рівнянь, яку перетворимо за допомо-
гою процедури Петрова-Гальоркіна.

Підставляючи апроксимації (22) у варіаційні 
рівняння задачі (12), вимагатимемо, щоб на про-
міжку часу [ , ]t tj j +1  нев’язки цих підстановок 
були ортогональні до функцій ε( )t ≥ 0  таких, що

     ε( ) .t dt
t

t

j

j+∫ =1 1                               (23)

Тоді в результаті безпосередніх обчислень до 
такого твердження.

Теорема 3.1 Про дискретизовану в часі си-
стему варіаційних рівнянь термопружності.

Нехай для апроксимації розв’язку 
ψψ θθ( ) { ( ), ( )}t t t= s  

Малець Р.Б., Шинкаренко Г.А. Побудова та аналіз однокрокової схеми інтегрування в часі задачі термопружності оболонок ...
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варіаційної задачі термопружності (12) вико-
ристовується частинами визначене наближення 
ψψ θθ∆ ∆ ∆t t tt t t( ) { ( ), ( )}= s , яке описується виразами 
(21) і (22) відповідно. Припустимо також, що лі-
нійні функціонали правих частин рівнянь цієї задачі 
наближаються в частинно лінійний спосіб згідно з 
правилом
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Тоді для кожного відрізка часу [ , ]t tj j +1  про-
екційні рівняння Петрова-Гальоркіна, обчислені за 
допомогою тестової функції ε( )t ≥ 0  з властивістю 
(23), набудуть вигляду 
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де значення параметрів η  та ϖ  обчислюють згідно 
з такими правилами 
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4. ОДНОКРОКОВА РЕКУРЕНТНА СХЕМА 
ІНТЕГРУВАННЯ В ЧАСІ

Для скорочення запису проекційних рівнянь 
(25) введемо симетричні білінійні форми
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відповідно і визначимо лінійні неперервні 
функціонали
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Тепер на підставі теореми 3.1 можемо сфор-
мулювати теорему.

Теорема 4.1 Про однокрокову рекурентну 
схему розв’язування задачі термопружності.

Нехай розв’язок s( ), ( )t t W Qh hθθ{ }∈ ×  варіацій-
ної задачі на кожному кроці [ , ]t tj j +1 , ∆t t tj j= −+1  
апроксимується поліномами вигляду (22), (26).

Тоді процедура Петрова–Гальоркіна породжує 
однокрокову рекурентну схему вигляду: 
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Доведення. Повертаючись до системи рів-
нянь (25), залишимо в лівій частині рівнянь лише 
доданки з індексом j +1 2 , у підсумку отримаємо
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На завершення доведення залишилося за-
стосувати визначення (27)–(29) 

На декартовому добутку Q := ×W Qh h  введемо 
білінійну форму та лінійні функціонали згідно з 
такими правилами 
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У такому разі однокрокова рекурентна схема 
(31) на кожному етапі свого застосування перед-
бачає розв’язування варіаційних задач вигляду

знайти таке щоπ
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приборостроение
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Теорема 4.2 Про коректність формулювання 
варіаційних рівнянь ОРС.

Нехай виконано умови теореми 4.1.
Тоді для кожного j n= −0 1 1, , ,…  система 

варіаційних рівнянь (35) однокрокової рекурентної 
схеми (31) має єдиний розв’язок 

π j
j j
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+ +

= ∈1 2
1 2 1 2

/
/ /

{ },υυ θθ
i i

Q  
такий, що

     π η
j

j
+

+≤1 2/

*
,

Q
Ζ                         (36)

де � �φ φ φ φQ Q= ∀ ∈B( , ) .

Доведення. Щоб дати відповідь на запитання 
стосовно розв’язуваності системи рівнянь (25) 
або, що еквівалентно, задачі (35), достатньо 
перевірити виконання гіпотез теореми Лакса-
Мільграма-Вишика. У зв’язку з цим зауважимо, 
що з огляду на зазначені в (19) властивості білі-
нійних форм (13) можна стверджувати, що білі-
нійна форма B( . , . ) : Q Q× →R  є неперервною та 
Q − еліптичною, оскільки
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Знову ж таки на підставі (16),(17) неважко 
показати, що лінійний функціонал Ζ j+ →η : Q � є 
неперервним на просторі Q . Отож, з огляду на те-
орему Лакса-Мільграма-Вишика задача (35) одно-
значно розв’язується і є правильною оцінка (36) 

5. ЕНЕРГЕТИЧНЕ РІВНЯННЯ 
НАПІВДИСКРЕТИЗОВАНОЇ В ЧАСІ ЗАДАЧІ

Ключову роль у нашому аналізі однокроко-
вої рекурентної схеми (31) відіграє наступна те-
орема.

Теорема 5.1 Про рівняння балансу енергії 
дискретизованої в часі задачі термопружності.

Нехай апроксимацію s∆ ∆t t
h ht t W Q( ), ( )θθ{ }∈ ×  

розв’язку варіаційної задачі (12) описують части-
нами визначені поліноми вигляду (22) і (26), коефі-
цієнти яких обчислюють за допомогою ОРС (31) зі 

значенням параметра η = 1
2

.

Тоді рівняння балансу енергії дискретизованої 
задачі термопружності набувають вигляду
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Доведення. За умови, що η = 1
2

, рівняння дис-

кретизованої варіаційної задачі (25) набудуть виг- 
ляду
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Приймемо v = =+ +υυ ξξ θθj j1 2 1 2/ /, та додамо їх, у 
підсумку отримаємо
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Решту доданків цього рівняння перетворимо 
тим самим способом, наприклад,
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Зауважимо, що з огляду на тотожність (31) 
теореми 4.1.
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Зібравши тотожності вигляду (41) та (42) у 
(40), отримаємо
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Нарешті, додавши тотожності з (42) з індек-
сами j n= 0 1, , ,… , приходимо до такого виразу:
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Враховуючи початкові умови задачі, знай-
демо тотожність, задекларовану в (37).

6. АНАЛІЗ СТІЙКОСТІ ОДНОКРОКОВОЇ 
РЕКУРЕНТНОЇ СХЕМИ

Порівнюючи рівняння балансу енергії (44) та 
цього ж рівняння неперервної задачі (див. (10)), 
зазначимо, що використана нами дискретизація 
в часі вносить збурення з доданками, які про-

порційні значенням множника ( ).ϖ− 1
2

 Згадані 

доданки з η< 1
2

 мають нефізичний зміст. Отже, 

на перший погляд допустимими значеннями па-
раметрів однокрокової рекурентної схеми (31) є 
такі, що задовольняють умови
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Це вступне зауваження засвідчує, що кон-
струювання схем дискретизації задач за часовою 
змінною є нетривіально задачею і потребує ґрун-
товного аналізу передусім стійкості таких схем.

З огляду на обмеженість лінійних функціо-
налів L  і R  скористаємося оцінками вигляду
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де ′Wh  та ′Qh  – простори, спряжені до Wh  та Qh , 
відповідно. Тут і далі тим самим символом C  ми 
позначаємо різні додатні сталі, значення яких не 
залежать від величин, які нас цікавлять.

Підставимо наведені оцінки до енергетич-
ного рівняння (38) та після приведення подібних 
отримаємо нерівності вигляду
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Оскільки праві частини нерівностей (45) 
залежать лише від даних варіаційної задачі тер-

мопружності, то звідси доходимо висновку, що 
буде правильною теорема.

Теорема 6.1 Про достатню умову стійкості  
однокрокової рекурентної схеми.

Нехай апроксимацію s∆ ∆t t
h ht t W Q( ), ( )θθ{ }∈ ×  

розв’язку варіаційної задачі (12) описують части-
нами визначені поліноми вигляду (22) і (26), коефі-
цієнти яких обчислюють однокроковою рекурент-
ною схемою (31) зі значеннями параметрів η  та ϖ ,  
що задовольняють умови

η ϖ= ≤ ≤1
2

1
2

1, .                            (47)

Тоді однокрокова рекурентна схема (31) є 
безумовно стійкою стосовно вибору довжини 
кроку інтегрування і, для знайдених наближень 
{ , , }sn n n

h h hW W Q+ + + ∈ × ×1 1 1υυ θθ  будуть правильними 
такі апріорні оцінки
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Зауваження 6.1. Якщо η = 1
2

 і 0 1
2

≤ ≤ϖ , то до-

данки з множником ( )ϖ− 1
2

 в (48) є величинами 

порядку O(Dt2), тому за достатньо малих значень  
Dt схема (31) може залишатися стійкою. 

7. ЗБІЖНІСТЬ ОДНОКРОКОВОЇ 
РЕКУРЕНТНОЇ СХЕМИ

Теорема 7.1 Про збіжність однокрокової ре-
курентної схеми.

Нехай для кожного n ∈�  послідовності трі-
йок u W W Q n t Tt

j j j
j
n

h h h∆ ∆= ⊂ × × =={ , , } , ,s υυ θθ 0 об-
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Тоді будуть правильними такі твердження.
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2.	 Кожна з послідовностей u t
j j j

j
n

∆ = ={ , , }s υυ θθ 0  
генерує частинами визначену вектор-функцію 
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На додаток до цього, якщо послідовності 
{ }/L Wj

j
n

h
+

=
− ⊂ ′1 2
0
1  та { }/R Qj

j
n

h
+

=
− ⊂ ′1 2
0
1  наближають 

функціонали L t WhΩ( )⊂ ′  та R t Qh( )⊂ ′  варіаційної 
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ВИСНОВКИ
Побудовано однокрокову рекурентну схему 

інтегрування в часі лінійної початково-крайової 
задачі термопружності оболонок, які надаються 
зсувам та стисненням, і матеріал яких володіє 
короткочасною пам’яттю. Дана модель характе-
ризується взаємопов’язаністю фундаментальних 
рівнянь початково-крайової задачі (8) та їх варі-
аційного варіанта (12). Моделі тонких оболонок 
розглядалися в працях [1,3,5], а також в статті [2], 
де додатково припускали геометрично нелінійну 
деформацію тонких оболонок, але без урахування 
температурних напружень і рівняння теплопро-
відності. Найбільш цитованою статтею є [4], в 
якій побудовано та проаналізовано однокрокову 
схему для задачі, що описує процес поширення 
акустичних хвиль у в’язкій теплопровідній рідині 
з урахуванням зв’язаності механічного та тем-
пературного полів. Побудована тут за методи-
кою з [4] рекурентна схема (31) так само ґрунту-
ється на частинами визначених поліноміальних 
апроксимаціях, структура яких дозволяє точно 
задовольняти початкові умови задачі і зміню-
вати величину кроку інтегрування в часі без по-
рушення однорідності рекурентних обчислень. 
Розроблений для задач акустики інструмент, як 
і пропонувалось у [4], використано для розробки 
∆t − адаптивних схем інтегрування в часі задач 
термопружності.

Результати обчислювальних експериментів 
із запропонованою тут схемою інтегрування в 
часі задачі термопружних оболонок буде подано 
в наступних статтях авторів.
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УДК 519.6:517.958
Построение и анализ одношаговой схемы интегри-

рования во времени задачи термоупругости оболочек, 
податливых к сдвигу и сжатию. Часть 1 / Р.Б. Малец, 
Г.А. Шинкаренко // Прикладная радиоэлектрони-
ка: научн.-техн. журнал. — 2015. — Том 14. — № 2. — 
С. 176–184.

В статье рассмотрено построение и анализ одно-
шаговой рекуррентной схемы (ОРС) интегрирования 
во времени задачи термоупругих оболочек, податливых 
к сдвигу и сжатию под воздействием нестационарного 
тепловой и силовой нагрузки. В основу схемы положе-
но смешанную вариационную задачу термоупругости, 
в которой кроме взаимного влияния температурного 
поля и поля механических напряжений также учтено 
упруго-вязкие свойства материала оболочек. Иссле-
дуемая модель получена при предположении о линей-
ном распределении перемещений и температуры по 
переменной толщины и после применения процедуры 
полудискретизации метода Галеркина вариационной 
задачи трехмерной термоупругости. Тогда искомыми 
функциями являются вектор упругих смещений и по-
воротов нормали и вектор приращение температуры, 
которые определены на срединной поверхности обо-
лочки. Доказана теорема о корректности формули-
ровки вариационных уравнений ОРС. Для анализа 
устойчивости ОРС использовано уравнение баланса 
энергии частично дискретизированной задачи и по-
лучен достаточный критерий безусловной ее устой-
чивости. Апроксимативность ОРС характеризируется 
априорными оценками погрешностей.

Ключевые слова: начально-краевая задача термо
упругости, материал с мгновенной памятью, оболоч-
ка, податливая к сдвигам и сжатию, вариационная 
формулировка, частичная дискретизации по пере-
менной толщины, корректность частично дискрети-
зированной вариационной задачи, полудискретные 
аппроксимации метода Галеркина, условия регуляр-
ности входных данных задачи, существование реше-

ния, одношаговая рекуррентная схема, априорные и 
апостериорные оценки погрешностей аппроксима-
ции, устойчивость, сходимость.
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UDC 519.6:517.958
Сonstruct and analyses one-step integration time 

scheme for problem of thermoelastic shells compliant to 
shear and compression. Part 1 / R.B. Malets, H.A. Shynka-
renko // Applied Radio Electronics: Sci. Journ. — 2015. — 
Vol. 14. — № 2. — P. 176–184.

The paper presents the construction and analysis of the 
one-step time integration recurrent scheme (ORS) of the 
time integration problem of thermoelastic shells, compliant 
to the shear and compression under the influence of non-
stationary heat and power loads. The scheme is based on the 
mixed variational problem of thermo-elasticity, which in 
addition to the mutual influence of temperature and stress 
fields, also takes into account the viscoelastic properties of 
the shells material. The model under study is constructed 
at assuming of the linear distribution of displacements and 
temperature with respect to the thickness variable, and af-
ter applying the procedure of Galerkin semidiscretization 
of the three-dimensional variational problem of thermoe-
lasticity. As a result, we obtained the variational problem 
of thermoelasticity of thin shells in terms of the vector of 
elastic displacements, temperature and their derivatives at 
the middle surface of the shell. The theorem on the well-
posedness of ORS variational equations is proved. For the 
analysis of ORS stability we used the energy balance equa-
tion of the partially discretization problem. Finally, a suffi-
cient criterion for absolute stability of ORS is obtained and 
its approximation is characterized by a priori and a poste-
riori error estimates.

Keywords: initial-boundary value problem, thermo
elasticity, material with short memory, thin shell, com-
pliant to shear and compression, variational formulation, 
semidiscretization, well-posedness of a problem, Galerkin 
discretization, regularity conditions of initial data, solu-
tion existence, one-step time integration recurrent scheme, 
a priory and a posteriori error estimation, stability, conver-
gence.
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