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СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ХАОТИЧЕСКИХ АВТОКОЛЕБАНИЙ 
В НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЕ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ И ИНЕРЦИОННЫМ 
ЗВЕНОМ

О.В. ЗЕМЛЯНЫЙ

Исследованы спектральные характеристики хаотических автоколебаний в нелинейной динамичес
кой системе с запаздывающей обратной связью кольцевого типа для случая, когда учитываются 
инерционные свойства элементов системы. Использован подход, основанный на замене нелиней-
ной системы линейной с параметрами, переменными во времени. Установлено, что спектр авто-
колебаний имеет периодическую структуру с частотным периодом, обратно пропорциональным 
времени запаздывания, при этом скорость уменьшения амплитуд спектральных составляющих 
с ростом частоты определяется отношением постоянной времени инерционного звена ко времени 
запаздывания в кольце обратной связи.

Ключевые слова: хаотические колебания, нелинейная динамическая система, запаздывающая об-
ратная связь, дифференциально-разностное уравнение.

ВВЕДЕНИЕ
При изучении систем с хаотическим по-

ведением с целью создания генераторов хаоса с 
заданными характеристиками одной из основ-
ных задач является нахождение в спектральных 
характеристиках выходного сигнала. Поскольку 
любой генератор хаоса является автоколебатель-
ной системой, которая в общем случае пред-
ставляет собой комбинацию линейных и нели-
нейных подсистем [1], такая задача сводится к 
представлению изучаемой системы в виде ком-
бинации таких подсистем с последующим ана-
лизом прохождения сигналов через них (которые 
могут быть как с сосредоточенными, так и с рас-
пределенными параметрами). В случае системы 
с запаздывающей обратной связью [1–3] задача 
сводится к нахождению спектра собственных ча-
стот распределенной колебательной системы с 
сосредоточенной нелинейностью [2, 3].

При нахождении спектральных свойств ре-
зонатора с нелинейностью часто используется 
подход, при котором решается задача на соб-
ственные колебания линейного резонатора, а 
влияние нелинейности учитывается как малая 
поправка к найденному решению. При этом 
предполагается, что динамика поведения полно-
стью навязывается самим резонатором.

При описании генераторов хаотических ко-
лебаний такой подход не всегда дает достоверные 
результаты, т. к. при рассмотрении процессов в 
автогенераторе нелинейность в общем случае 
не является малой [2, 3]. В результате возникает 
ситуация, когда спектральные свойства сигнала 
генератора отличаются от спектральных харак-
теристик пассивного резонатора, включенного в 
его обратную связь, т. к. действие нелинейности 
существенно изменяет спектр выходного сиг-
нала, который сильно зависит от параметров не-
линейного элемента [4, 5].

В работе [5] проведен анализ корреляци-
онно-спектральных свойств хаоса в нелинейной 
динамической системе с запаздыванием и не-

линейным элементом, реализующим асиммет
ричное треугольное отображение. Рассмотрен 
случай, когда в системе не учитываются эффекты 
инерционности, а уравнение системы является 
разностным. Учет инерционности приводит к не-
линейному дифференциально-разностному урав- 
нению, вид решения которого определяется со-
отношением времени запаздывания в кольце 
обратной связи и постоянной времени инерци-
онного звена [6, 7]. Целью данной работы явля-
ется изучение спектральных характеристик хао-
тических автоколебаний в нелинейной системе 
с запаздыванием для случая, когда учитываются 
инерционные свойства. При этом используется 
подход, основанный на замене нелинейной сис
темы линейной с параметрами, переменными во 
времени [8].

1. Аналитическое выражение  
для спектра сигнала кольцевой  

системы с ФНЧ

Дифференциально-разностное уравнение, 
описывающее динамику системы с запаздыва-
ющей обратной связью (рис. 1), содержащей 
фильтр с постоянной времени τ  (инерционное 
звено, динамическая система первого порядка) 
имеет следующий вид:

	 τdy
dt

y t F y t T+ = −( ) ( ( )) .	 (1)

Проведем дискретизацию этого уравнения 
заменой производных разделенными разностями 
[9–11]. Представим переменную y t( )  в виде со-
вокупности дискретных отсчетов в моменты 
времени t nn = ∆ , отстоящих друг от друга на по-
стоянный интервал дискретизации D. При этом 
T m= ∆ . 
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Рис. 1. Структура нелинейной динамической  
системы с запаздывающей обратной связью  

кольцевого типа и инерционным звеном

Обозначив y y nn = ( )∆  после проведения 
преобразований, получим:

	
y y

y F yn n
n n M

−
+ = ( )−

− −
1

1∆
τ

,	 (3)

где M m= +1 . При условии, что ∆ << τ , разност-
ное уравнение (3) в пределе при ∆→ 0  переходит 
в дифференциально-разностное уравнение (1), 
т.  к. согласно определению производной функ-
ции 

dy
dt

y t h y t

hh
=

+( ) − ( )
→

lim
0

.

Перегруппировав члены уравнения (3) и 

обозначив β
τ

= −1
∆

, получим:

	 y y F yn n n M= + −( ) ( )− −β β1 1 .	 (4)

Аналогичная процедура перехода от диффе-
ренциального уравнения к его дискретному ана-
логу может быть получена методами статисти-
ческой радиотехники [12, 13] при рассмотрении 
задачи о воздействии белого шума на интегри-

рующую RC -цепь. При этом β τ=
−

e
∆

. Разложив 
экспоненту в ряд Маклорена
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с учетом малости членов второго порядка и выше, 

получаем: β
τ

≈ −1
∆

.

2. Анализ с использованием схемы 
рекурсивного алгоритма 

Разностное уравнение (4) соответствует 
схеме рекурсивного алгоритма, представленной 
на рис. 2. 

При нелинейности вида “tent-map” с пара-
метром r  [14] действие функции F  на каждый 
дискретный отсчет сводится к следующему:

	 F u
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r u u
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При этом уравнение (4) можно записать сле-
дующим образом:
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Здесь дискретной последовательности yn M−  
ставится в соответствие бинарная последова-
тельность s y sign yn M n M− −( ) = −( )0 5. . Раскрывая 
скобки, получаем:
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Рис. 2. Блок-схема рекурсивного алгоритма,  
соответствующего дискретному уравнению (4)

Уравнение (7) является дискретным анало-
гом дифференциально-разностного уравнения 
(1) и соответствует схеме алгоритма, приведен-
ного на рис. 3. 

Тождественность описания системы дис-
кретным алгоритмом подтверждается прямыми 
численными расчетами. В случае непрерывного 
времени (рис. 4, а) решение дифференциально-
разностного уравнения (1) получено методом ша-
гов [15] с использованием метода Рунге–Кутты 
4-го порядка (задавалась точность 10–5). Для 
дискретного случая (рис. 4, б) производилось 
итерирование непосредственно по формуле (7). 
Представленные фрагменты реализаций в не-
прерывном и дискретном времени показывают 
полное соответствие между ними.

Формально выражение (7) может быть пред-
ставлено в виде алгоритма рекурсивного циф-
рового фильтра порядка M, действие которого в 
общем виде задается разностным уравнением:

	
y a x a x a x

b y b y b y
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Земляный О.В. Спектральные характеристики хаотических автоколебаний в нелинейной системе с запаздыванием ...

Рис. 3. Блок-схема рекурсивного алгоритма,  
в котором нелинейность задана в виде функции  

треугольного отображения

а

б

Рис. 4. Решение дифференциально-разностного 
уравнения, полученное методом шагов (а); фрагмент 

реализации, рассчитанной по формуле (7) – (б)

Предположим, что на вход такого филь-
тра действует бинарная последовательность 
x s yn n M= − ( )−1 , а коэффициент передачи уси-
лителя последнего звена нелинейно зависит от 

величины поступающего на его вход отсчета: 
b r s yM n M= −( ) ( )−2 1 β  (рис. 3). Тогда уравнение (8) 
при выполнении условий a0 ≠ 0, a a aK1 2 0= = = =... ,  
b1 ≠ 0, bM ≠ 0, b b bM2 3 1 0= = = =−...  будет иметь вид:

	 y a x b y b yn n n M n M= + +− −0 1 1 ,	 (9)

что совпадает с уравнением (7) при a r0 1= −( )β , 
b1 = β , b r s yM n M= −( ) ( )−2 1 β .

Таким образом, динамика нелинейной сис
темы, описываемой дифференциально-разност
ным уравнением (1), представленная в дис-
кретном времени (4), аналогична процессам, 
происходящим в цифровом рекурсивном филь-
тре, алгоритм которого задается разностным 
уравнением (9) с переменным коэффициентом 
bM  при подаче на вход бинарной последователь-
ности xn . Следовательно, задача нахождения 
спектра мощности автоколебаний в исследуемой 
системе сводится к определению частотного ко-
эффициента передачи такого фильтра.

Как известно, системная функция, описыва-
ющая частотные свойства рекурсивного цифро-
вого фильтра с использованием аппарата z-пре- 
образования, представляется следующим образом:

	 H z
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Выполнив подстановку z e j= ω∆  и раскрывая 
экспоненты по формуле Эйлера, получим анали-
тическое выражение для частотного коэффици-
ента передачи:
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Частота дискретизации аналогового сигнала 
и наивысшая частота в его спектре связаны по 

теореме Котельникова неравенством ω
ω

up ≤
∆

2
.  

Поэтому, частотные характеристики дискрет-
ной системы необходимо рассматривать в по-

лосе частот 
�ω

ω
∈





0
2

; ∆ , которая является ос-

новной полосой для системы, обрабатывающей 

сигнал с частотой дискретизации ω π
∆ ∆
= 2

  [9]. 

Периодичность спектральной характеристики 
на частотах за пределами этого интервала свя-
зана с дискретностью процесса и не будет иметь 
место в системе с непрерывным временем. 
Следовательно, модуль комплексного коэффи-
циента передачи K jω( )  имеет вид:
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где 
�ω π∈[ ]0; .
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После подстановки соответствующих значе-
ний коэффициентов и проведения преобразова-
ний получим:

K

a

b b b b M b b MM M M

ω

ω ω ω

( ) =

=
+ + − − + −( )

0

1
2 2

1 11 2 2 2 1cos cos cos
.� � �

(13)

Таким образом, задача определения спек-
тральных характеристик автоколебаний в нели-
нейной    динамической системе с запаздываю-
щей обратной связью кольцевого типа сведена к 
анализу выражения для частотного коэффици-
ента передачи рекурсивного фильтра порядка М 
с изменяющимся во времени коэффициентом 
передачи последнего звена. Такой фильтр при-
надлежит к классу параметрических систем, т. е. 
линейных с переменными параметрами [16]. 
Порядок M  фильтра соответствует величине 
временной задержки в кольце обратной связи.

Поскольку bM  является функцией выход-
ного сигнала yn , задержанного на M  отсче-
тов дискретизации, который является хаоти-
ческой последовательностью, для проведения 
строгого анализа необходимо рассматривать 
bM  как случайный процесс, статистические 
свойства которого определяются нелинейным 
преобразованием b yM n M= ( )−ϕ , где функция 
ϕ βy r s yn M n M− −( ) = −( ) ( )2 1  задает бинарную по-
следовательность в соответствии со знаком вели-
чины 0 5. − −yn M .

Рассматривая (13) как нелинейное преоб-
разование случайного процесса bM  и введя обо-
значения bM , K b fMω ξ,( ) = ( ) , ξ = bM , найдем 
среднее значение f :

	 f f p d= ( ) ( )
−∞

∞

∫ ξ ξ ξ ,	 (14)

где p ξ( )  – одномерная плотность вероятности 
процесса ξ . Поскольку ξ  представляет со-
бой дискретную случайную величину, ко-
торая принимает фиксированные значения 
ξ ξ ξ1 2, , ... ,...i{ }  с вероятностями P P Pi1 2, , ... , ...{ } , то 

p Pi
i

iξ δ ξ ξ( ) = −( )∑  [11].

Для бинарной последовательности имеем 
p P Pξ δ ξ ξ δ ξ ξ( ) = −( ) + −( )1 1 2 2 . Так как функция 

распределения процесса yn  в общем случае не-
известна, ограничимся рассмотрением случая, 
когда bM  является стационарным дискретным 
случайным процессом с нулевым средним значе-
нием и равновероятным законом распределения: 

P P1 2
1
2

= = , ξ ξ ξ2 1 0= − = . При этом получим:

	 p ξ δ ξ ξ δ ξ ξ( ) = −( ) + +( )( )1
2 0 0 .              (15)

Подстановка (15) в (14) с учетом фильтрую-
щего свойства δ -функции дает:

f f d f d
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ξ ξ00

2
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Результаты расчета полученной функцио-
нальной зависимости, описывающей спектраль-
ный состав автоколебаний в рассматриваемой 
системе с учетом выражения (13) для двух значе-
ний параметра ξ0 , величина которого определя-
ется соотношением T / τ , приведены на рис. 5. 

a

б

Рис. 5. Спектр мощности хаотических автоколебаний 
в системе с запаздывающей обратной связью  

и инерционным звеном, рассчитанный  
с использованием алгоритма рекурсивного фильтра 

при T / ,τ = 9 5 – а; T / ,τ = 8 5  – б

Как видно из графиков спектр мощности 
является сплошным и имеет характерный пе-
риод, соответствующий времени запаздывания 
Т. При этом наблюдается уменьшение амплитуд 
частотных составляющих с ростом частоты, что 
объясняется демпфирующим действием инер-
ционного звена, входящего в систему. Скорость 
уменьшения амплитуд с ростом частоты обратно 
пропорциональна соотношению T / τ .

ВЫВОДЫ

Таким образом, получены оценки спектраль-
ных характеристик нелинейной динамической 
системы с запаздывающей обратной связью коль-
цевого типа при учете инерционных свойств эле-
ментов, входящих в систему. Дифференциально-
разностное уравнение, описывающее хаотические 
автоколебания в такой системе, сведено к выра-
жению для частотного коэффициента передачи 
рекурсивного фильтра с переменным парамет
ром. Установлено, что спектр автоколебаний 

локация и навигация
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имеет периодическую структуру с частотным 
периодом обратно пропорциональным времени 
запаздывания, при этом скорость уменьшения 
амплитуд спектральных составляющих с ростом 
частоты определяется отношением постоянной 
времени инерционного звена ко времени запаз-
дывания в кольце обратной связи. Результаты 
работы могут быть использованы при создании 
источников широкополосных хаотических сигна-
лов с заданными свойствами для шумовых радио- 
локаторов и телекоммуникационных систем.

В заключение автор выражает благодарность 
профессору К. А. Лукину за внимание к данной 
работе и поддержку на всех этапах ее выполне-
ния.
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УДК 537.862
Спектральні характеристики хаотичних автоко-

ливань в нелінійній системі з запізненням та інерційною 
ланкою / О. В. Земляний // Прикладна радіоелектро-
ніка: наук.-техн. журнал. — 2015. — Том 14. — № 2. — 
С. 155–159.

Досліджено спектральні характеристики хаотич-
них автоколивань в нелінійній динамічній системі із 
запізнювальним зворотним зв’язком кільцевого типу 
для випадку, коли враховуються інерційні властивості 
елементів системи. Використано підхід, заснований 
на заміні нелінійної системи лінійною зі змінними в 
часі параметрами. Встановлено, що спектр автоколи-
вань має періодичну структуру з частотним періодом, 
обернено пропорційним часу запізнення, при цьому 
швидкість зменшення амплітуд спектральних складо-
вих із зростанням частоти визначається відношенням 
постійної часу інерційної ланки до часу запізнення  в 
кільці зворотного зв’язку.

Ключові слова: хаотичні коливання, нелінійна ди-
намічна система, запізнювальний зворотний зв’язок, 
диференційно-різницеве рівняння.
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UDC 537.862
Spectral characteristics of chaotic self-excited oscilla-

tions in a nonlinear system with a delay and an inertial ele-
ment / O. V. Zemlyaniy // Applied Radio Electronics: Sci. 
Journ. — 2015. — Vol. 14. — № 2. — P. 155–159.

The spectral characteristics of chaotic self-excited os-
cillations in a nonlinear dynamical system with a delayed 
feedback of ring type for the case when the inertial properties 
of the system elements are taken into account have been in-
vestigated. An approach based on the replacement of a non-
linear system by the linear one with time-varying parameters 
was used. It was found that the spectrum of self-excited os-
cillations has a periodic structure with a period of frequency 
which is inversely proportional to the delay time. The rate 
of decrease of the spectral components amplitude with the 
frequency increasing is determined by the ratio of the inertial 
element time constant to the time lag in the feedback loop.

Keywords: chaotic oscillations, nonlinear dynamical 
system, delayed feedback, differential-difference equation.
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