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Третья статья цикла статей по адаптивным системам защиты РЛС от маскирующих шумовых помех. Описы-
вается математическая модель системы пространственной обработки сигналов на фоне аддитивной смеси 
собственного шума излучателей и внешних помех от точечных источников независимых шумовых излучений 
в РЛС с прямоугольной плоской ФАР, использующая математический аппарат кронекеровских произведе-
ний. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Данная статья – третья в цикле статей по теории 
и технике адаптивной обработки сигналов на фоне 
шумовых помех (ШП). 

В первой статье [1] проанализированы корреля-
ционные автокомпенсаторы помех на основе гради-
ентных алгоритмов адаптации. Их быстродействие 
сильно зависит от степени сложности помеховой об-
становки – числа, расположения и интенсивности ис-
точников внешних шумовых помех (разброса соб-
ственных чисел пространственной корреляционной 
матрицы (КМ) ШП), что приводит к большому вре-
мени установления переходных процессов, т.е. к не-
обходимости использования большого объема обу-
чающих выборок. 

Во второй статье [2] рассмотрены более сложные 
и быстродействующие квазиньютоновские алгоритмы 
адаптации на основе оценок максимального правдо-
подобия пространственных КМ гауссовых шумовых 
помех общего вида, быстродействие которых не зави-
сит от степени сложности помеховой обстановки. 
Здесь же рассмотрены их регуляризованные разно-
видности и обоснована целесообразность их практи-
ческой реализации на основе адаптивных решетчатых 
фильтров.  

Данная статья посвящена описанию разработан-
ной математической модели системы пространствен-
ной обработки сигналов на фоне собственного шума 
излучателей и внешних помех от точечных источни-
ков независимых шумовых излучений в РЛС с прямо-
угольной (в частности, квадратной) плоской ФАР. 

Отличительная особенность модели – существен-
ное использование специфики ФАР, связанной с пря-
моугольной (квадратной) формой апертуры и эквиди-
стантным расположением идентичных излучателей 
вдоль главных осей. Эта специфика позволяет пред-
ставить входные воздействия и их преобразования в 

каналах приема, используя хорошо известный мате-
матический аппарат кронекеровских произведений [3, 
4]. Такое представление резко упрощает решение всех 
требующихся задач, поскольку позволяет заменить 
операции с векторами и матрицами большой размер-
ности операциями с их кронекеровскими сомножите-
лями, размерность которых обычно существенно 
меньше. 

Статья организована следующим образом.  
В п. 1 описывается обобщенная структура систе-

мы пространственной обработки сигналов, а в п. 2 вы-
водятся аналитические соотношения для параметров, 
которые положены в основу математической модели.  

1. ОБОБЩЕННАЯ СТРУКТУРА СИСТЕМЫ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ОБРАБОТКИ 
СИГНАЛОВ В РЛС С ПЛОСКОЙ ФАР 

А. Обобщенная структура системы пространст-
венной обработки сигналов показана на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Упрощенная модель системы пространственной  

обработки сигналов 
 

Источником сигналов в модели служит прямо-
угольная MN   элементная (при MN   – квадрат-
ная) плоская ФАР из идентичных слабонаправленных 
элементов, эквидистантно расположенных вдоль со-
ответствующих осей декартовой системы координат. 
Она описывается исходной матрицей сигналов 

   N     M

pq Mp 1, q 1
a     N M1 2A a a a , dim A

 
     (1а) 

индексы элементов, которой указывают положение 
(нумерацию) соответствующих излучателей в стро-
ках и столбцах ФАР, а сами элементы – комплексные 
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амплитуды сигналов в соответствующих излучате-
лях, порожденные аддитивной смесью их собствен-
ных шумов, мешающих излучений внешних источни-
ков и, возможно, отраженным сигналом ожидаемой 
цели, 

  MiNa i
N

ppii ,1,dim,1   aa         (1б) 

– -i й столбец размерности Ni adim  матрицы A  
(1а) сигналов излучателей. 

Б. Элементы матрицы сигналов образуют ис-
ходный вектор сигналов 
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полученный показанной "стыковкой" столбцов 
),1( Mii a  матрицы A  (1а). 

В. Излучатели ФАР "взвешиваются" и объединя-
ются в LK   модули из смежных K  элементов 
столбцов и L  элементов строк ФАР. Число модулей 
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Эти операции преобразуют вектор сигналов из-
лучателей (2) в вектор сигналов модулей 
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Структура и свойства матрицы T  преобразова-
ния (4) и, тем самым, вектора w , зависят от способа 
его формирования. В модели сравниваются два спо-
соба, схематически показанные на рис. 2. 
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Рис. 2. Способы объединения излучателей в модули 

 
В первом из них (рис. 2, а) модули формируются 

после взвешивание сигналов излучателей. В этом 
случае 

   ,dim, MNMN  AA WWMODT    (5) 
где AW  – диагональная матрица взвешивания исход-
ного вектора (2), преобразующая его во взвешенный 
вектор 

.dim),( MN  AAA wAvecWw        (6) 
 

Матрицей формирования модулей MOD  он 
преобразуется далее в вектор модулей взвешенных 
сигналов 
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При втором способе (рис. 2, б) взвешиваются 
сигналы предварительно сформированных моду-
лей. В этом случае 
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       (8) 

где та же матрица MOD  вначале преобразует вектор 
(2) в вектор модулей 

,dim,)( LKshsh MN  wAvecMODw         (9) 
который затем преобразуется диагональной "укоро-
ченной" (short) матрицей взвешивания shW  во взве-
шенный вектор модулей сигналов 
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  (10) 

Структуры и свойства приведенных матриц кон-
кретизируются ниже. 

Г. В модели рис. 1 полагается, что полосы про-
пускания трактов взвешивания и формирования моду-
лей существенно превышают ширину спектра полез-
ного сигнала. Они согласовываются в блоке согласо-
ванной фильтрации и диаграммообразования (БСФ-
ДОС), подключенном к выходам LK MN   модулей 
(рис. 1). Модель предусматривает возможность анали-
за двух структур этого блока, показанных на рис. 3. 

 
 

а

 
 

б

 
Рис. 3. Структуры блока БСФ-ДОС 

 
В первой из них (рис. 3, а) согласующие 

(matched) фильтры с импульсными характеристиками 
(ИХ) ),1()( LKm MNmt     v , показанные символом 
«∫», включены на выходах каждого из модулей. В них 
выходной вектор сигналов модулей ),(tww   

)(dim tw LK MN   преобразуется в вектор 
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где   LMKN
mm tt 
 1)(diag)( vD  – диагональная матрица 

импульсных характеристик (ИХ) согласующих 
фильтров, а под интегралом от вектора понимается, 
как обычно, вектор интегралов от его элементов. В 
реальных условиях неидентичных ИХ диагональные 
элементы этой матрицы различны и одинаковы только 
при их равенстве ),()( 0 ttm vv   LK MNm  ,1 .  

Д. Вектор выходных сигналов (11) согласующих 
фильтров в диаграммообразующей схеме (ДОС) 
рис. 3, а преобразуется в mainN  обрабатываемых 
(processing) векторов 
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состоящих из сигнала 

imainu  -i го ( ,1i mainN ) ос-

новного (защищаемого) канала и compN мерного 

вектора compu  сигналов вспомогательных (компенса-

ционных) каналов приема. В модели основными яв-
ляются сигналы суммарного и двух разностных в 
ортогональных плоскостях каналов ( 3mainN ), число 
компенсационных каналов в принципе может быть 
любым в диапазоне LKcomp MNN  ,1 . Матрицы им-

пульсных характеристик ДОС имеют вид  
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где 

if  – ИХ (вектор-строка) формирователя -i го 

),1( mainNi  основного канала, compF  – матрица пре-

образования выходных сигналов согласующих фильт-
ров в сигналы компенсационных каналов. Ее -n я 
строка определяет структуру -n го ),1( compNn  

компенсационного канала. В ней содержатся все нули 
и одна единица в -m й позиции, если канал состоит из 
одного -m го модуля, и 1  единиц (положительных 
и отрицательных), если в этом канале объединяются 

1  модулей.  
Во   втором   варианте   блока   БСФ-ДОС 

(рис. 3, б) порядок преобразований обратный. Здесь 
вначале вектор выходных сигналов модулей (4), (7), 

(10) той же матрицей ДОС (13) преобразуется в "не-
согласованный" обрабатываемый вектор  
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который подобной (11) диагональной матрицей 
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Е. Все описанные преобразования исходного век-
тора (2) линейны и реализуются фильтрами (матрица-
ми) с постоянными во времени параметрами. Поэтому 
в системе рис. 1 выполняется принцип суперпозиции, 
в силу которого входными для последующей весовой 
обработки являются итоговые векторы сигналов  
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соответственно в -i м основном канале приема, 
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– вектор-столбцы корреляционных моментов соответ-
ствующих процессов -i го основного и compN  ком-

пенсационных каналов, 
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– КМ соответствующих процессов в компенсацион-
ных каналах, одинаковые при любых mainNi ,1 . 

Ж. При последующей обработке в фильтрах с ИХ 
(векторами весов) 
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формируются весовые суммы (скалярные произведе-
ния)  

mainiworkiworkitestitest Ni ,1,,   urur   (23) 

элементов вектора сигналов (17), (18) с элементами 
вектора весов. 

Фильтр с "рабочим" (work) вектором весов workr  
сравнивается с фильтром с "тестовым" вектором весов 

testr . Основным показателем качества обработки 
служит относительный уровень отношения сиг-
нал/(помеха + шум) (ОСПШ) 
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где 
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   (24б) 

Здесь  ri ,  rs
2
i

  и  r2
inti

  – ОСПШ, мощ-

ность сигнала is  и совокупной помехи iii ynu int  

на выходе фильтра с ИХ r .  
Выбор такого критерия обусловлен тем, что в 

рассматриваемой ситуации гауссовых входных воз-
действий энергетическое ОСПШ полностью опреде-
ляет и статистические характеристики обнаружения 
сигнала [5].  

Значение 
i

k  (часто именуемое коэффициентом 

подпомеховой видимости (КПВ)) можно представить 
в виде произведения 

mainiii
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коэффициента прохождения полезного сигнала  
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на коэффициент подавления совокупной помехи 
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        (27) 

В ряде случаев анализируется также коэффици-
ент прохождения шума 
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Обратим внимание, что замена весовых векторов 
testr  и workr  на коллинеарные им векторы testtestc r  и 

workworkc r  не меняет основной критерий (24), но ме-
няет частные критерии (26) – (28). Поэтому сравни-
вать "тестовую" и "рабочую" системы по этим крите-
риям можно только при указании  дополнительной 
информации об использованных коэффициентах про-
порциональности 0testc  и 0workc , выбор ко-
торых  можно  подчинить  тем  или иным требова-
ниям. Так,  их  можно  выбирать  из условия равенства  

workworkworktesttesttest cc rrrr   22          (29) 

(21)
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норм (квадратов длин) весовых векторов сравнивае-
мых систем обработки. В случае выделенных основ-
ных (первых) каналов приема для коэффициента про-
порциональности workc  более естественно условие 

work

testtest
work r

rc
c
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1 ,                        (30) 

"выравнивающее" первые компоненты тестового и 
рабочего весовых векторов, с которыми в весовые 
суммы (23) входят сигналы основного канала. 

З. В большинстве случаев используется тестовый 
вектор вида 
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    (31) 

где   - Te й ),1( T  столбец единичной TT   

матрицы TI  ( T мерный вектор с единственным не-
нулевым элементом, равным 1, в - й позиции). 

В этом случае 
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а для коэффициентов прохождения полезного сиг-
нала и подавления совокупной помехи при выполне-
нии условия (30) справедливы равенства 
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Коэффициент прохождения собственного шума 
в этом случае равен 
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В роли "рабочего" рассматриваются различные 
векторы workr . В типичных условиях априорной не-
известности КМ основное практическое значение 
имеют "адаптивные" весовые векторы )(Kworkr . 

2. ТРАНСФОРМАЦИЯ СИГНАЛОВ И ИХ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК В 

ПРИЕМНЫХ ТРАКТАХ РЛС С 
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛОСКОЙ ФАР 

Показатели качества весовой обработки гауссо-
вых сигналов на фоне гауссовых помех при заданных 

(выбранных) весовых векторах определяются корре-
ляционными матрицами (18) входных воздействий. 
Эти КМ зависят от целого ряда факторов, обуслов-
ленных спецификой ФАР и анализируемой системы 
обработки (рис. 1). В процессе предусматриваемых в 
ней преобразований КМ исходного вектора )(Avec  
(2), зависящая от сигнально-помеховой обстановки 
(числа, расположения и интенсивности излучений 
внешних источников, направления поиска и уровня 
отраженного сигнала цели), числа, расположения и 
характеристик излучателей ФАР, последовательно 
трансформируется в блоках взвешивания и формиро-
вания модулей (рис. 2) и блоках согласованной 
фильтрации и диаграммообразования (рис. 3). Изме-
нения их структур и (или) параметров изменяют ито-
говую КМ (18) и, тем самым, эффективность системы 
пространственной обработки в целом. Уровень по-
рождаемых ими потерь определяет их допустимость, 
поэтому оценка этих потерь играет определяющую 
роль для обоснованного выбора структуры и парамет-
ров системы обработки.  

В случае "большой" двухмерной плоской ФАР (с 
большим числом излучателей) решить эту задачу 
стандартными методами достаточно сложно. Она су-
щественно упрощается при учете специфики ФАР, 
связанной с эквидистантным расположением излуча-
телей вдоль главных осей и строчно-столбцевым 
управлением амплитудно-фазовым распределением 
(АФР) в ней. 

Ниже определяются характер и степень транс-
формации шумовой, помеховой и сигнальной состав-
ляющих исходной КМ входных воздействий в про-
цессе преобразований в блоках взвешивания и фор-
мирования модулей (рис. 2) и блоках согласованной   
фильтрации   и  диаграммообразования (рис. 3) с раз-
личными структурой и параметрами. 

2.1 Исходные сигналы и КМ шумов,  
излучений внешних источников и отражений 

от точечной цели 
А. Начнем с собственных шумов (noise) излуча-

телей ФАР, для которых элементы исходной матри-
цы сигналов (1а) могут полагаться случайными гаус-
совыми (нормальными) взаимно независимыми ком-
плексными величинами с нулевыми средними и с 
одинаковыми (принятыми за единицу) дисперсиями: 

           
   

     

 




















.0,0
,0,1

,)()(

,1,0~

,211,1

x
x

x

stqpst

CNt

ttttt

pq

pq

M
MN

qppq ξξξAA n 

(35) 

  N M

M

     N M

1

2
1

a

a
vec(A) ,

a

dim vec(A) .




 
 
   
 
 
 

 

    



306Прикладная радиоэлектроника, 2016, Том 15, № 4

Рябуха В. П. Адаптивные системы защиты РЛС от шумовых помех.3. Математическая модель системы ...

Исходный вектор шумов излучателей (2) в этом 
случае равен 
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а его (пространственно-временная) КМ 
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где TI единичная TT   матрица, описывающая про-
странственную составляющую 

nAΦ  общей КМ шу-

мов излучателей в произвольный момент времени. 
Формула (37) отражает равенство дисперсий 

(мощности) и полную (пространственно-временную) 
некоррелированность собственных шумов различных 
излучателей ФАР. 

Б. Определим теперь исходную матрицу (1а) 
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шумовых излучений от - го точечного источника, 
действующего с направления       ttt   , , где 

 t  и  t  ),1( intN  – его азимут и угол места.  
Элементами матрицы (38а) в этом случае высту-

пают комбинации 
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амплитуды ),( typq   и фазы ),( t

pq
y  поля - го ис-

точника в точке расположения " pq  - излучателя" 
ФАР. 

Для одинаковых излучателей для любых Np ,1  
и Mq ,1 амплитуда 

 
         thttty pq coscos),(   (39а) 

 1,0~ N , 
 

где первый сомножитель в скобках равен значению 
нормированной диаграммы направленности (ДН) из-
лучателя в направлении       ttt   ,  на - й 
источник [6], а второй – случайной комплексной ам-
плитуде его излучения с относительной (по отноше-
нию к мощности шума излучателей) мощностью h . 
Равенство амплитуды (39) во всех излучателях (при 

всех Np ,1 и Mq ,1 ) обусловлено "узкополосно-
стью" рассматриваемой ФАР. 

Фаза ),( t
pq
y  излучения на несущей с длиной 

волны   в произвольный момент времени t  опреде-
ляется разностью хода rr  T  плоской волны от 
источника до фазового центра ФАР и от источника до 
" pq - излучателя". 

Можно показать, что эта разность хода равна 
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2
1  – рас-

стояния " pq - излучателя" от горизонтальной и верти-
кальной осей, проходящих через центр ФАР, d  – рас-
стояние между смежными излучателями по этим 
осям.  

Подставляя последние равенства в (38б) и учиты-
вая (39), получим 
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что в сочетании с (39) позволяет записать исходную 
матрицу (38а) в виде 
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Здесь скалярный множитель 

       







),(2),(1coscos

),(

tetethtt

tam                                 
   (42) 

 
имеет очевидный смысл случайной комплексной ам-
плитуды излучения - го источника, одинаковой для 
всех излучателей узкополосной ФАР, а векторы 

  tN g  и   tM g  определяют фазовое распреде-
ление поля этого источника по излучателям столбцов 
и строк ФАР соответственно. Такая факторизация фа-
зового распределения обусловлена спецификой ана-
лизируемой ФАР, связанной с эквидистантностью 
расположения излучателей в ее столбцах и строках. 

(37)

(40)

(41)
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В условиях (41) исходный вектор (2) допускает 
представление 

 

     
     
     
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




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





y

y

Avec

g

g
g

Avec

        

 (43) 

и, следовательно, может быть экономно записан в ви-
де 

    
        

   ,dim
,

,),(),(
~
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
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













g
ggg

gAvec y

    (44) 

где (~) и   – символы комплексного сопряжения и 
кронекеровского перемножения (произведения) [3, 
4] соответственно.  

Пространственно-временная КМ этого вектора в 
силу (39), (40) равна 

   

     
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
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Φ

ggΦ

Φ
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AvecAvecΦ

 (45) 

где через 
yAΦ  обозначена пространственная состав-

ляющая общей КМ излучений - го точечного источ-
ника в произвольный момент времени. Подобная (37) 
временная некоррелированность (  коррелирован-
ность) векторов (43) обусловлена шумовым характе-
ром излучения этого источника, а их жесткая про-
странственная корреляция в различных элементах 
ФАР – его "точечностью" по угловым координатам. 
Математическим следствием этого является равенство 
единице ранга пространственной составляющей 

yAΦ  общей КМ (45). 

В. Вектор сигналов совокупности 1int N  внеш-
них шумовых источников образован аддитивной сме-
сью их излучений и поэтому в силу (43) равен: 
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  (46а) 

 
где  1intN мерный вектор-столбец комплексных 
амплитуд 

   
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Его пространственно-временная КМ 
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также допускает представление в виде произведения 
пространственной 

yAΦ  и временной )( st   состав-

ляющих. В первой из них 
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– пространственная взаимная КМ излучений внеш-
них источников. В рассматриваемых далее ситуациях 
шумовые гауссовы излучения различных источников 
полагаются независимыми (некоррелированными), 

так что  mm    . В этих условиях их взаим-
ная КМ 
 

  intint
int
1 dim,coscosdiag NNh N   hh   

 
представляет собой диагональную intint NN   матрицу 

ранга intN , определяющего и ранг пространственной 

КМ 
yAΦ (47а) в целом. 

Г. Перейдем к отраженному сигналу точечной 
цели. Его пространственная структура совпадает с 
пространственной структурой излучения точечного 
источника, но временная определяется формой )(ts  
зондирующего сигнала. В рассматриваемой узкопо-
лосной ФАР, в которой можно считать эту форму 
одинаковой в каждом излучателе, для исходного век-
тора отраженного сигнала точечной цели с направле-
ния  sss   , по аналогии с (43), (44) получим 
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(48) 

 

где   )()(   tstss  – корреляционная функция 
зондирующего сигнала. 

(46б)

(47а)

(47б)
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При рассматриваемой далее цифровой обработке 
интервал между отсчетами входных процессов не 
меньше их временного интервала корреляции. Это по-

зволяет считать, что   )()()(   tstss . При 
таком допущении 
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где 
sAΦ  – пространственная составляющая ранга 1 

КМ сигнала точечной цели.  
В практически важном частном случае поиска 

цели в направлении нормали к плоскости ФАР, когда  
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для пространственных составляющих исходного век-
тора сигнала и КМ получим 

,
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NMNMsssNM hh

EEE

EEΦEAvec
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где )( 
TT EE  – T мерный столбец (строка) из еди-

ниц. 
Д. Таким образом, в рассматриваемой модели 

шумы излучателей, излучения внешних источников 
и отраженные сигналы точечных целей имеют оди-
наковую временную структуру, а отличия между ни-
ми проявляются в различии пространственных со-
ставляющих соответствующих общих КМ (37), (44), 
(47), (49), (51). В то же время в рассматриваемой двух-
мерной ФАР с эквидистантным расположением иден-
тичных излучателей вдоль главных осей все про-
странственные КМ допускают представление в виде 
кронекеровских произведений сомножителей суще-
ственно меньшего размера, чем КМ в целом. Это по-
зволяет рассчитывать на решение задач в "большой" 
ФАР (с большим числом излучателей) с использова-
нием известных свойств такого произведения. Учиты-
вая их важность для количественной оценки сравни-
тельных достоинств различных технических решений, 
приведем эти свойства и примеры, использующиеся в 
дальнейшем. 

2.2 Определение, примеры и свойства 
кронекеровских произведений 

Кронекеровским произведением mn  матрицы 

  mn
jiija

1,1 
A  на qp  матрицу B  называется 

)()( qmpn   матрица [3, 4] 

 
),()(dim,dim

,1,1

qmpnqp

a mn
jiij



 

CB

BBAC
      (52) 

 

полученная умножением каждого элемента 
),1;,1( mjniaij   левого сомножителя (матрицы 

A ) на правый сомножитель (матрицу B ) целиком. В 
отличие от обычного матричного произведения, кро-
некеровское определено для сомножителей произ-
вольных размеров.  

Приведем примеры, которые нам потребуются в 
дальнейшем.  

1. MN   матрица C  вида 


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C
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               (53а) 

является кронекеровским произведением  
BIC  n                          (53б) 

единичной nn  матрицы nI  на матрицу B , 

.,/ qnMpNn                  (53в) 
2. MN   матрица C  вида 


















B

B
B

C  ,      qpBdim ,            (54а) 

является кронекеровским произведением 
BEC  n                         (54б) 

n мерного вектор-столбца nE  из n  единиц на мат-

рицу B , 
.,/ qMpNn                    (54в) 

3. MN   матрица C  вида 
 BBBC  ,       qpBdim ,          (55а) 

является кронекеровским произведением  
BEC  

n                         (55б) 

n мерной строки 
nE  из n  единиц на матрицу B , 

.,/ pNqMn                    (55в) 
Для кронекеровского произведения справедливы 

равенства [3, 4] 
   ,CBACBACBA       (56а) 

   
,DBCBDACA

DCBA


           
     (56б) 

       ,DBCADCBA       (56в) 

 
  .

,
111 







BABA

BABA

        

         
           (56г) 

Для задачи пространственно-временной обработ-
ки особенно важны последние два свойства. Первое из 
них (56в), справедливое при выполнимости обычного 
векторно-матричного умножения (согласованных 
размерах обычным способом перемножаемых мат-
риц), позволяет представить результат обычного пе-
ремножения матриц большой размерности в виде 
кронекеровского произведения сомножителей мень-
шей размерности. За счет этого малоразмерные, в том 
числе скалярные функции "больших" матриц, опреде-

(49)

(50)

(51)
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ляющие, в частности, критерии эффективности обра-
ботки, удается рассчитать без явного определения их 
элементов, используя только их кронекеровские со-
множители, зачастую существенно меньшей размер-
ности, что неоднократно используется ниже.  

Второе свойство (56г) указывает отличия правил 
транспонирования, эрмитового сопряжения и обраще-
ния обычного векторно-матричного произведения от 
правил аналогичных операций для кронекеровских 
произведений, где они выполняются над сомножите-
лями без изменения порядка их следования. 

Используя эти свойства, определим трансформа-
цию исходных КМ в блоках анализируемой системы 
обработки (рис. 1). 

2.3 Трансформация исходных сигналов и их 
КМ в блоках взвешивания и формирования 

 модулей 
В этих блоках сигналы LK   смежных излучате-

лей ФАР взвешиваются и объединяются в 
 LKMNMN LK  /)(  модулей. Эти операции не 

меняют исходную временную ("шумовую") структуру 
анализируемых процессов, но трансформируют их 
пространственную структуру, которая определяется 
ниже. 

А. Математический смысл этих операций заклю-
чается в переходе от исходного вектора )(Avec  (2) 
вида (36), (43), (45), (48), (51) с пространственной КМ 

 )(( AvecAvecΦA  вида (37), (45), (47), (48), (51) к 
вектору 

   MNMNMN LKLK 


Tw
AvecTw
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),(                     

  (57) 

с КМ (здесь и далее "по умолчанию" понимают про-
странственную КМ) 
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Так, квадратной ( MN  ) ФАР размерность в общем 
случае эрмитовой матрицы AΦ  равна 

22dim MM AΦ , а размер матричной импульсной 
характеристики (МИХ) T  анализируемых блоков при 

LK   равен 22dim LL MM T . Например, при 
100 MN , 4 LK  вычислять с требуемой точ-

ностью и в приемлемое время по явно сформирован-
ным сомножителям (58) может быть весьма сложно 
или даже невозможно. 

Для рассматриваемой ФАР можно существенно 
упростить задачу, используя "кронекеровские" пред-
ставления сомножителей в (58). 

Б. Можно показать, что для МИХ блока форми-
рования модулей в обеих структурах рис. 2 справед-
ливо представление 
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которое для квадратной ( MN  ) ФАР при LK   
преобразуется к виду 
 

.dim,

,

MM LLLM 
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 MDREIMDR

MDRMDRMOD
    (59б) 

 
При строчно-столбцевом управлении в квадрат-

ной ФАР, когда вес " pq  - излучателя" ФАР равен 

qppq www   ),1,( Mqp  , МИХ AW  блока взве-

шивания в схеме рис. 2, а диагональна и равна кро-
некеровскому произведению 
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двух одинаковых диагональных матриц взвешивания 
столбцов (строк) 

  .dim,diag 1 MMw M
mm   WRWR     (60б) 

В схеме рис. 2, б "укороченная (short)" диаго-
нальная МИХ блока взвешивания сигналов 2

LM  мо-
дулей, имеет аналогичную структуру 
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но "укороченные" кронекеровские сомножители 
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с диагональными элементами, определяющими веса 
   sh

q
sh

p
mod

pq www )(  ),1,( LMqp   сигналов предвари-

тельно сформированных 222 / LMM L   модулей.  

В. Тем самым результирующие МИХ (5), (8) 
блоков взвешивания  и  формирования модулей 
(рис. 2) в рассматриваемой далее квадратной ( MN  ) 
ФАР с "квадратными" ( LK  ) модулями допускают 
единое представление 

MMMM LL 



1dim,dim

,11                    
22 TT

TTT
      (62а) 

с кронекеровскими сомножителями 
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T ъ 

На его основе, используя свойства (56в), (56г), 
КМ (58) процессов на выходе рассматриваемых бло-
ков можно представить в виде произведения 

, www GGΦ                        (63) 
сомножителей, также допускающих кронекеровскую 
факторизацию вида 

(58)

(62б)
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Первая из них (а) получена с учетом (37) и соот-

ветствует собственным шумам излучателей. Вторая 
(b) относится к излучениям внешних источников и 
получена на основе равенств (44)–(47), (41). Здесь 
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Последняя формула (с) в (64а) относится к отра-

женному сигналу цели с направления нормали к 
апертуре ФАР и является следствием (51). 

Подчеркнем еще раз, что наличие символа кроне-
керовского произведения в (62), (64) совсем не озна-
чает необходимость вычислять его явно. Все необхо-
димые функции этих произведений, в том числе ска-
лярные критерии эффективности обработки, можно 
получить, вычисляя только их сомножители, что для 
современных компьютеров является тривиальной за-
дачей. 

Перед тем, как перейти к анализу трансформации 
КМ в последующих блоках (рис. 3), конкретизируем 
виды матрицы взвешивания, используемых в сле-
дующей статье. 

2.4 О двух разновидностях диагональных  
матриц взвешивания 

А. Известны различные матрицы "взвешивания" 
(распределения), регулирующие относительный уро-
вень боковых лепестков диаграммы направленности 
(ДН) антенны. К их числу относится, в частности, 
распределения Тейлора и Хемминга. Так, элементы 
распределения Тейлора рассчитываются по формуле 
[7] 
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определяются параметрами P  и А, выбираемыми по 
требуемому уровню боковых лепестков (УБЛ). Связь 
между ними приведена в табл. 1. 

 

Таблица 1  
УБЛ и обеспечивающие его параметры  

распределения Тейлора 

 
 

Рассчитанные по (65б) для этих параметров зна-
чения коэффициентов mF  приведены в табл. 2. 

 
 

Таблица 2  
Коэффициенты mF  (65б) )1,1(  Pm  

 распределения Тейлора 
 

 
 
На рис. 4 показаны семейства распределений 

Тейлора (65а) различных "размеров" M  при наборе 
параметров P , указанных в табл. 2.  

Большему значению P  соответствует более "уз-
кое" (более быстро спадающее от центра к краям) 
распределение, обеспечивающее меньший УБЛ ДН.  

Примеры таких нормированных (в долях ширины 
главного луча) ДН линейных эквидистантных АР по-
казаны на рис. 5 для M 10 (а, б) и M 100 (в, г). На 
рис. 5 а, в они соответствуют значениям параметров 

P 2, 3, 4. Штриховыми кривыми на этих рисунках 
показаны ДН "не взвешенных ( Mnwn ,1;1  )" АР с 
относительным уровнем первого бокового лепестка 
 13 дБ. Уровень боковых лепестков ДН "взвешен-

ных по Тейлору (65а)" ФАР с ростом P  меняется в 
соответствии с табл. 1, достигая  45 дБ при P 8 
(рис. 5 б, г). Это, однако, сопровождается неизбежным 
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расширением главного лепестка, который при P 8 
примерно вдвое шире, чем в "невзвешенной" ФАР.  

Б. Штриховыми кривыми на рис. 5 б, г показаны 
ДН линейных эквидистантных ФАР со взвешиванием 
"по Хеммингу" с весами [7] 
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       (66) 

показанными штриховыми кривыми на рис. 4.  

 
Рис. 4. Элементы распределений Тейлора (65а)  

различных "размеров" M  

 
Рис. 5. ДН "взвешенных по Тейлору (65а)" линейных  

эквидистантных ФАР 
 

Видно, что  как  распределение  Хемминга 
(рис. 4), так и УБЛ соответствующей ДН (рис. 5) 
близки к распределению и УБЛ ДН АР, "взвешенной 
по Тейлору (65а)" с параметром P 8. Различия ме-
жду ними более заметны при относительно малых 

10M , но существенно уменьшаются с ростом 
10M .  

В. Распределение, подобное (66), можно прибли-
зить к распределению Тейлора (65а) и с другими зна-
чениями параметра P , записав его в виде 
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   (67) 

где  Pa  – параметр, выбираемый из условия 
   PwTPwH 11   равенства "пьедесталов" обоих рас-

пределений. Удовлетворяющие этому условию значе-
ния  Pa  приведены в табл. 3. 

Таблица 3 
Взаимосвязь параметров 

распределений Тейлора и Хемминга 

 
 

 
Г. На рис. 6 показаны семейства таких распреде-

лений Хемминга (67) различных "размеров" M  при 
наборе параметров  Pa , указанных в табл. 3. 

 
Рис. 6. Обобщенные распределения 

 Хемминга (67) различных "размеров" M  
 

Наблюдаемая близость с соответствующими  
распределениями Тейлора (рис. 4) объясняет и бли-
зость формы и УБЛ соответствующих ДН для распре-
деления Хемминга, показанных на рис. 7.  

Как и для распределений Тейлора (рис. 5) (и лю-
бых других), снижение УБЛ за счет соответствующе-
го выбора уровня "пьедестала"  Pa  здесь также со-
провождается расширением главного лепестка по 
сравнению с ДН "невзвешенных" ),1;1( Mnwn   

а б
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ФАР, показанными штриховыми кривыми, но степень 
расширения на низком уровне при относительно ма-
лых размерах 10M несколько больше. Различия 
уменьшаются по мере роста 10M . 

2.5 Трансформация сигналов и их КМ в ДОС  
и блоках согласованной фильтрации 

А. Начнем с представляющей основной практи-
ческий интерес структуры блока БСФ–ДОС, пока-
занной на рис. 3, б. Решаемая при этом задача заклю-
чается в отыскании КМ. 
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вектора 
,1dim,~

 compprocprocproc NNwwFw    (69) 

на выходе ДОС с МИХ 

,,1

,dim
,dim

,~~
2

2

main

Lcompcomp

Li

comp
i

i

Ni

MN
M





















                         

F
f

F
fFF

  (70) 

 

 
Рис. 7. ДН "взвешенных по Хеммингу (67)"  

линейных эквидистантных ФАР 
 

Б. Для рассматриваемой ФАР естественны фор-
мирователи основного канала приема с ИХ вида  

 

Lc Mf f1 f1, dim f1 .                (71) 

Так, согласованному приему сигнала с направле-
ния нормали соответствует выбор ИХ (71) с кронеке-
ровскими сомножителями 

MET1f 1 ,                         (72а) 
которая пропорциональна опорному вектору ожидае-
мого отраженного сигнала с направления нормали к 
ФАР на выходе блоков рис. (2) (см. (62) и строку (с) 
формулы (64а)). Более прост несогласованный вектор 
(71) с сомножителем 

MEf 1 ,                           (72б) 
уступающий, однако, согласованному по достижимо-
му значению ОСШ в основном канале приема. Струк-
туре (71) удовлетворяют и "промежуточные" опорные 
векторы, полученные при различных параметрах P  в 
распределениях Тейлора или Хемминга.  

В. Используя свойства (56в), (56г), нетрудно по-
казать, что в условиях (71), (63), (64) элементы и бло-
ки искомой матрицы 

procwΦ  (68) равны 
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Если, что вполне возможно, МИХ ДОС компен-
сационных каналов также допускает кронекеровскую 
факторизацию вида 

compcompcomp 21 FFF  ,               (74) 

то по сравнению с (73в) резко упрощается и вычисле-
ние КМ 
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сигналов компенсационных каналов. 
Г. Нормирующая константа 0c  ИХ (71) в рав-

ной степени изменяет мощности шума, мешающих 
излучений и отраженного сигнала цели в основном 
канале приема и поэтому не влияет на значение ОСШ 
в нем. Поэтому она может произвольно выбираться из 
каких-либо практических соображений. Логичное 
требование к ней может заключаться в том, чтобы на-
копленная в процессе объединения модулей мощность 
собственного шума излучателей в основном канале 
(73а) совпала с принятой за единицу мощностью шу-
мов излучателей ФАР.  

Используя (64), нетрудно показать, что это тре-
бование выполнится при 

,11),(1 fTvvv   111c          (76) 
где матрица 1T  определена в (62).  

Аналогичным образом может быть найдена нор-
мирующая константа 0c  для диагональной мат-

рицы h  (47б), обеспечивающая заданное ОПШ   в 
основном канале. Она определяется из (73а) при ис-
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пользовании в качестве 1Φ  и 2Φ  матриц yΦ1  и yΦ2  

(64) соответственно.  
Проанализируем в заключение трансформацию 

КМ (68) в системе неидентичных каналов приема. 
2.6 Трансформация КМ в системе  
неидентичных каналов приема 

А. До сих пор полагалось, что полосы пропуска-
ния трактов взвешивания, формирования модулей и 
ДОС существенно превышают ширину спектра по-
лезного отраженного сигнала. Для устранения связан-
ных с этим потерь в ОСШ они согласовываются в 
блоке согласованной фильтрации (БСФ), подключен-
ном к выходу ДОС (рис. 3, б). БСФ представляет со-
бой набор линейных фильтров с постоянными, но в 
общем случае различными импульсными характе-
ристиками (ИХ). Различие ИХ декоррелирует вход-
ные сигналы БСФ, снижая тем самым эффективность 
обработки по базовым критериям. Потери зависят от 
степени декорреляции, расчетные соотношения для 
которой выводятся ниже. 

Б. Используемая модель ввода неидентичности 
(различий) ИХ каналов приема показана на рис. 8. 

 

 
Рис. 8. Модель неидентичных каналов приема 
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Решаемая задача сводится к отысканию связи 
между входными и выходными векторами сигналов и 
их КМ в модели рис. 8.  
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– пространственно-временная КМ вектора )(tww  . 
В соответствии с (37), (44), (49) в данном случае 

можно считать, что 
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где wΦ  – пространственная КМ (68) соответствую-
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Тем самым каждый элемент искомых КМ (80) 
равен произведению соответствующих элементов 

входной КМ wΦ  и КМ   procN
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mm tvt 1)()( v  ИХ каналов приема. Такое поэле-

ментное перемножение матриц называется произве-
дением Шура – Адамара [3] и ниже обозначается 
жирной точкой, с использованием которой равенства 
(80), (81) переписываются в виде 
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Очевидно, что произведение Шура – Адамара 
перестановочно ( ΦAAΦ  ) и определено для 
матриц произвольного, но одинакового размера.  
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КМ (82) выходных векторов пропорциональны соот-
ветствующим входным КМ, что не меняет потенци-
альных возможностей обработки по базовым критери-
ям по сравнению с использованием непосредственно 
входных векторов w  tprocw . Но в реальных усло-

виях, когда совпадения может не быть, потери обра-
ботки по базовым критериям определяются отличной 
от (84) матрицей A  (82), зависящей от вида и разли-
чия параметров ИХ каналов приема.  

Г. Эти потери в следующей статье рассчитыва-
ются для двух видов ИХ – гауссовых  
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и прямоугольных ЛЧМ. 

Параметрами гауссовой ИХ являются: 
smmm FTF 1  – ширина частотной характе-

рис-тики (ЧХ) (полоса пропускания) -m го фильтра 
на уровне   456,04/exp   от максимума, обратная 
временной протяженности mT  его ИХ на том же 

уровне, в m  раз отличающаяся от ширины спектра 

sF  полезного сигнала; 

m  – временной сдвиг огибающей ИХ -m го ка-
нала приема; 

mf  – сдвиг центральной частоты -m го фильтра 

от номинального значения 0f ; 
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Аналогичные параметры характеризуют и не-

идентичности ЛЧМ ИХ. Их влияние дополнительно 
проявляется в неидентичности наклонов прямой, ха-
рактеризующей зависимость частоты от времени, для 
различных фильтров.  

Д. Можно показать, что для гауссовых (коло-
кольных) ИХ (85) подынтегральную функцию в (82) 
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Используя далее табличный интеграл [7, с. 451, 
№2.5.36.1] 
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– относительные значения соответствующих парамет-
ров гауссовых ИХ фильтров. 

Аналогичные выражения получены и для прямо-
угольных ЛЧМ ИХ.  

В общем случае значения параметров неидентич-
ности случайны, поэтому случайны и полученные на 
их основе значения базовых критериев. Практически 
важны их средние по ансамблю параметров фильтров 
значения, зависящие от их законов распределения. 
При расчетах полагается, что эти параметры взаимно 
независимы и имеют нормальные (гауссовы) распре-
деления: 
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с нулевыми средними значениями и дисперсиями 2
 , 

2
 , 2

  соответственно. 

Количественные оценки влияния неидентичности 
ИХ на эффективность обработки отраженных сигна-
лов на фоне шума и внешних мешающих отражений 
приводятся в следующей статье. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
1. Разработана математическая модель системы 

пространственной обработки отраженных сигналов на 
фоне собственного шума излучателей и внешних по-
мех от точечных источников независимых шумовых 
излучений в РЛС с прямоугольной (в том числе – 
квадратной) многоэлементной плоской ФАР, а также 
оценены потенциальные возможности такой обработ-
ки. 

(85)
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2. Основное внимание уделено преодолению вы-
числительных сложностей, связанных с высокой раз-
мерностью решаемых задач из-за большого числа из-
лучателей и модулей ФАР. Эта задача решена за счет 
учета специфики ФАР, связанной с прямоугольной 
(квадратной) формой апертуры и эквидистантным 
расположением идентичных излучателей вдоль глав-
ных осей. В этих условиях входные воздействия и их 
преобразования в каналах приема удается представить 
в виде кронекеровских произведений, что позволяет 
заменить операции с векторами и матрицами большой 
размерности операциями с их кронекеровскими со-
множителями, размерность которых обычно сущест-
венно меньше.  

3. Получены кронекеровские сомножители век-
торов комплексных амплитуд и корреляционных мат-
риц (КМ) шума, мешающих излучений внешних ис-
точников и отраженных сигналов целей при всех пре-
дусмотренных преобразованиях в приемных трактах. 
Финальные КМ на входе исследуемых адаптивных 
устройств пространственной (межканальной) обра-
ботки позволяют получить и сравнить их энергетичес-
кие характеристики в переходном и установившихся 
режимах и на этой основе обосновать рекомендации 
по их выбору для практической реализации. 
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