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В работе предлагается численно-аналитический метод решения задач фазовой томографии прозрачных неод-
нородных сред. Входной информацией для этого класса задач является измерение фазы волны, прошедшей 
через неоднородную среду. В геометрическом приближении фаза прошедшей волны выражается в виде инте-
грала от показателя преломления среды вдоль луча, соединяющего передатчик и приемник. В том случае,  
когда можно пренебречь рефракцией (характерные размеры неоднородностей превышают радиус Френеля), 
луч представляет собой прямую линию, соединяющую передатчик и приемник. Значения таких интегралов 
при различных положениях передатчика (приемника) используются в фазовой томографии для восстановле-
ния пространственной структуры крупномасштабных неоднородностей среды [14]. 
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ВВЕДЕНИЕ 
В данной работе на примере задач лучевой  

радиотомографии ионосферы Земли апробируется 
новый метод решения обратных задач для восстанов-
ления пространственной структуры крупномасштаб-
ных неоднородностей среды [14]. Рассматривается 
вариант спутниковой лучевой радиотомографии, реа-
лизуемой с помощью низкоорбитальных или высоко-
орбитальных искусственных спутников Земли (ИСЗ) 
[2]. Теоретической основой лучевой радиотомографии 
[2] является интегральное уравнение, связывающее 
разность фаз 0    ( 0   фаза зондирующей 
волны,    фаза прошедшей волны через атмосферу) 
и распределение электронов концентрации N  

er Nds   ,   (1) 

где    длина зондирующей волны, er   классиче-
ский радиус электрона. 

Интегрирование в (1) осуществляется вдоль луча, 
соединяющего передатчик на ИСЗ, и приемник, рас-
положенный на поверхности Земли. Таким образом, 
задача состоит в определении электронной концен-
трации N как функции пространственных перемен-
ных по известной (измеренной) разности фаз   при 
различных положениях ИСЗ и приемника. 

Для решения такой задачи были предложены ра-
зличные методы. Мы не будем анализировать досто-
инства и недостатки этих методов (достаточно под-
робный анализ которых изложен в [2]). Отметим 
только, что, в основном, эти методы используют ап-

проксимацию интегрального оператора, задаваемого 
уравнением (1), конечномерными операторами. Такая 
аппроксимация сводит уравнение (1) к конечной сис-
теме линейных алгебраических уравнений, которая, 
как правило, является недоопределенной. Эти систе-
мы уравнений имеют неединственное решение (про-
блемы неоднозначности и неполноты входных дан-
ных) [2]. Кроме того, точность восстановления функ-
ции N на прямую зависит от точности аппроксима-
ции интегрального оператора (1). Поэтому повыше-
ние точности с необходимостью приводит к системам 
линейных алгебраических уравнений большой раз-
мерности. Численные построения решений таких сис-
тем уравнений требует разработки специальных ме-
тодов [5]. 

Предлагаемый ниже метод решения уравнения 
(1) лишен этих недостатков. В частности, система 
линейных алгебраических уравнений, с помощью 
которой определятся функция N ,  имеет положитель-
ную полуопределенную симметричную квадратную 
матрицу. Это свойство позволяет для построения ре-
шения использовать хорошо известный метод  
   регуляции Лаврентьева [6]. 

1. АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЛУЧЕВОЙ 
РАДИОТОМОГРАФИИ 

Прежде чем излагать основные этапы построения 
метода решения уравнения (1), следуя [2], введем 
параметры, характеризующие геометрию схемы реги-
страции входных данных задачи лучевой радиотомо-
графии. Будем предполагать, не ограничивая общнос-
ти, что ИСЗ движется по круговой орбите. Введем 
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полярную систему координат в плоскости, проходя-
щей через центр Земли и орбиту ИСЗ. Тогда  r0 0,    

координаты ИСЗ,  iR,   координаты приемника, 

расположенного на поверхности Земли ( R  радиус 
Земли),    угол места ИСЗ, 0   центр Земли, 00   
ось полярной системы координат. 

Используя результаты, полученные в [2], уравне-
ние (1) можно представить в следующем виде 
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Задача состоит в построении решения уравнения 
(2) по известной функции    . Суть предлагаемого 
метода построения решения такова. Предположим, 
что функцию  N h,  можно представить в виде 
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где коэффициенты  mN h   некоторые неизвестные 
функции, подлежащие определению. 

Подставим (3) в (2), тогда будем иметь 
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В задачах лучевой радиотомографии имеет место 
ситуация, когда функция     задана (измерена) 
лишь для конечного множества углов места ИСЗ – 

p , p P1, ,   

 p p    .   (6) 

По этим значениям требуется найти все функции 
 mN h , m M1, ,  . Понятно, что такая задача яв-

ляется типичной некорректной задачей [7]. Следуя 
работе [8], заменим ее следующей условной вариаци-
онной задачей  
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Для решения задачи (7), (8) воспользуемся мето-
дом множителей Лагранжа [9]. Для этого условно 
вариационной задаче (7) (8) ставится в соответствие 
семейство безусловных вариационных задач 

    m pФ N h N h min1 1, , , , ,     , (10) 

 mN h , m M0   . 

Здесь функционал    mФ N h N h1( , , ,   

p1 ), ,    имеет вид 
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p p P1, ,    множители Лагранжа, с помощью 

которых учтены условия (8) исходной задачи (4). 
Для нахождения функций  mN h , m M0, ,  , 

доставляющих минимальное значение функционалу 
(11) необходимо вычислить производную Фреше и 
приравнять ее нулю. Опуская подробности вычисле-
ния, приведем окончательный результат. Функции 

 mN h , m M0, ,  , при которых функционал (10) 
принимает минимальное значение, можно предста-
вить в следующем виде 

   
P

p
m p m

p
N h Q h

1
  , m M0, ,  . (12) 

Множители Лагранжа p , p P1, ,   в формуле 

(12) являются решением системы линейных алгебраи-
ческих уравнений. 

P

pq q p
q

Q
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   , p P1, ,  . (13) 
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Матричные элементы pqQ  выражаются через 

функции  p
mQ h  и имеют вид 

   
hM

p q
pq m m

m
Q Q h Q h dh
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0 0
   ,  (14) 

p q P, 1, ,  . 

Как следует из (14), матрица  Ppq p q
Q Q

, 1
  яв-

ляется симметричной и положительно полуопреде-
ленной матрицей, а ее размерность совпадает с коли-
чеством отсчетов угла места ИСЗ. 

Таким образом, исходная задача лучевой радио-
томографии сведена к решению системы линейных 
алгебраических уравнений (13). 

Поскольку величины p , p P1, ,   получаются 

в результате измерений, то они известны с некоторой 
погрешностью рб  

б
р р рб    , p P1, ,  . (15) 

Следовательно, при построении решения уравне-
ний (13) следует находить устойчивые приближения 
решения системы уравнений 

P
б

pq q p
q

Q
1

   , p P1, ,  . (16) 

Как было указано выше, матрица системы урав-
нений (16) является симметричной и положительно 
полуопределенной. Поэтому для ее решения можно 
воспользоваться методом   регуляции Лаврентьева 
[7]. Суть метода в следующем. Представим систему 
(16) в матричной форме 

бQ   .   (17) 

Здесь  p p 1
   , P

б р р pб 1( )     . 

В соответствии с методом Лаврентьева уравне-
ние (17) заменяется на регуляризованное уравнение 

бQ      .  (18) 

где 0    параметр регуляризации. 
Как легко видеть, уравнение (18) при любом 
0   имеет единственное решение 

  бI Q 1
     .  (19) 

Здесь I   единичная матрица,  I Q 1    об-
ратная матрица.  

Выбор параметра   осуществляется по невязке  

б Q б2 2
    ,  (20) 

где ...   обозначает норму вектора в конечномерном 
пространстве, 

P

p
p

б б2 2

1
  . 

Обратную матрицу в (19) можно находить, на-
пример, с помощью разложения Холецкого [10]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Таким образом, исходная задача лучевой томо-

графии сведена к решению системы уравнений (18) с 
помощью которого функция электронной концентра-
ции  N h,  выражается в следующем виде 
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где  Pp
p 1




   решение системы уравнений (18). 

Отметим, что разработанный подход к решению 
задач лучевой томографии легко обобщается на слу-
чай, когда имеется несколько приемников. Кроме 
того, в представлении (3) для функции электронной 
концентрации были выбраны полиномиальные функ-

ции  mi   , m M0, ,  , которые без особого тру-
да могут быть заменены на любую систему линейно 
независимых функций. 
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вирішення проблем променевої томографії прозорих неод-
норідних середовищ. Вхідною інформацією для цього класу 
задач є вимір фази хвилі, що пройшла через неоднорідне 
середовище. У геометричному наближенні фаза хвилі, що 
пройшла, виражається у вигляді інтеграла від показника 
заломлення середовища уздовж променя, що з'єднує пере-
давач і приймач. У цьому випадку, коли можна знехтувати 
рефракцією (характерні розміри неоднорідностей переви-
щують радіус Френеля), промінь є прямою лінією, що 
з’єднує передавач і приймач. Значення таких інтегралів при 
різних положеннях передавача (приймача) використовують-
ся у фазовій томографії для відновлення просторової струк-
тури великомасштабних неоднорідностей середовища. 
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