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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ С КВАЗИИДЕАЛЬНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ И 
ИНВЕРСНО-ПЕРИОДИЧЕСКОЙ АВТОКОРРЕЛЯЦИЕЙ 
 
В. Е. ЩЕРБАКОВ, К. А. ЛУКИН 

 
Предложен новый метод формирования бинарных псевдослучайных последовательностей (БПСП) с 
квазиидеальной периодической автокорреляцией и инверсно-периодической автокорреляцией. Метод 
разработан на базе модифицированного дискретного многомерного хаотического отображения с двумя 
параметрами запаздывания. Компьютерным моделированием исследована структура различных БПСП, 
сформированных согласно предложенному методу. Найдены спектры периодов различных БПСП, 
сгенерированных предложенными алгоритмами при конкретных значениях начальных условий и параметра 
запаздывания. Проведено исследование и анализ корреляционных характеристик сгенерированных БПСП. 
Показано, что при соответствующем выборе начальных условий и значений параметров запаздывания 
предложенные алгоритмы генерируют различные БПСП, имеющие корреляционные характеристики 
достаточно близкие к характеристикам М-последовательностей. Констатировано, что БПСП, 
сформированные согласно предложенному методу, полностью удовлетворяют требованиям, предъявляемым 
к сигналам для радаров и систем связи. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Одна из проблем, существующих в настоящее 
время и постоянно возникающих при разработке ра-
даров и систем связи [1–9], состоит в трудности гене-
рирования действительно случайных двоичных, в том 
числе бинарных, последовательностей. 

Известно [3, 4, 11] довольно много алгоритмов 
генерации псевдослучайных последовательностей. 

На практике для генерации псевдослучайных по-
следовательностей, как правило, используются рекур-
рентные алгоритмы. Двоичные последовательности 
на основе рекуррентных соотношений достаточно 
легко реализуются на ЭВМ в виде программ и схемо-
технически на основе быстродействующих многораз-
рядных двоичных сдвиговых регистров. Таким обра-
зом могут быть построены, например, так называемые 
М-последовательности [11]. 

Однако самый большой недостаток данного ме-
тода – отсутствие математического аппарата, позво-
ляющего получать алгебраические многочлены, по-
рождающие последовательности максимального пе-
риода сколь угодно большой степени. 

Бинарные псевдослучайные последовательности 
находят широкое применение в различного рода ра-
дарах, системах передачи информации и радиосвязи 
[1–9]. 

При разработке и практической реализации рада-
ров, систем передачи информации и радиосвязи очень 
важен выбор вида бинарных псевдослучайных после-

довательностей (БПСП), удовлетворяющих требова-
ниям не только хороших свойств периодической ав-
токорреляции и инверсно-периодической автокорре-
ляции, но и большому набору значений длин БПСП, а 
также больших объемов ансамблей БПСП [3, 4, 11]. 

Основные требования, предъявляемые к бинар-
ным псевдослучайным последовательностям, которые 
могут быть использованы при практической реализа-
ции радаров, систем передачи информации и радио-
связи, следующие [3, 4, 11]: 

1) бинарная псевдослучайная последователь-
ность должна быть сбалансированной, т.е. число «+1» 
отличается от числа «-1» не более, чем на единицу; 

2) вероятность появления блока из k  одинако-

вых символов должна быть близка к ( ) = k
p k 1 2 ; 

3) объем ансамбля бинарных псевдослучайных 
последовательностей должен быть максимально 
большим; 

4) периодическая автокорреляционная функция 
(ПАКФ) и инверсно-периодическая автокорреляцион-
ная функция (ИПАКФ) бинарной псевдослучайной 
последовательности должны иметь один узкий пик и 
очень малые боковые выбросы; 

5) должен быть обеспечен малый уровень вза-
имной корреляции между различными бинарными 
псевдослучайными последовательностями; 

6) должна быть обеспечена приемлемая слож-
ность алгоритма для его практической реализации. 
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Широко известные классы псевдослучайных по-
следовательностей как линейных (М-последователь-
ности, последовательности Адамара, Голда, Касами и 
др.), так и нелинейных (последовательности Ле-
жандра, бент-последовательности и др.) не удовле-
творяют некоторым из перечисленных выше требова-
ний [11]. 

В последние годы в связи с бурным развитием 
возможностей цифровой техники широкое примене-
ние находят бинарные псевдослучайные последова-
тельности, сформированные при помощи алгоритмов 
реализуемых в виде программ [1–4]. 

В свою очередь, развитие методов вычислитель-
ной математики привело к созданию специальных 
алгоритмов генерации последовательностей, так 
называемых псевдослучайных чисел, при разработке 
которых особое место занимают методы формирова-
ния хаотических целочисленных последовательно-
стей, определенных на ограниченном интервале мно-
жества целых чисел [3, 4]. 

Цель работы – разработка нового метода форми-
рования уникальных бинарных псевдослучайных по-
следовательностей (БПСП), исследование и анализ 
спектра периодов БПСП и корреляционных характе-
ристик БПСП, сформированных согласно предложен-
ному методу.  

1. МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ БПСП НА БАЗЕ 
МОДИФИКАЦИИ ДИСКРЕТНОГО 

ХАОТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА 
На основе математической модели генерации  

автоколебаний в одномерном резонаторе с нелинейно 
отражающей поверхностью, динамика поля в котором 
описывается системой функционально-разностных 
уравнений с двумя запаздываниями [10], был разрабо-
тан и исследован модифицированный дискретный 
хаотический алгоритм формирования бинарных  
псевдослучайных последовательностей, который  
может быть отнесен к классу алгоритмов рекуррент-
но-параметрического типа с двумя параметрами  
запаздывания. 

Дискретный хаотический алгоритм построен на 
основе дискретного функционального преобразования 
(итерационного отображения) с двумя запаздывания-
ми, которое в самом общем виде записывается следу-
ющим образом [3, 4]: 

( )− −=n n q n QX F X X q Q M, , , , ,   (1) 

где nX , −n qX  и −n QX  – вычисляемые и задаваемые 

члены формируемой хаотической числовой последо-
вательности на n-м шаге; n , q , Q , M  – целые числа 
натурального ряда; =M 2,3,4... ; =Q 2,3,4... ; ≥ +Qn 1 ; 
≤ <q Q1 ; q  – первый параметр запаздывания; Q  – 

второй параметр запаздывания. 
При <q Q  величина запаздывания Q  определяет 

количество членов числовой последовательности 

− − −…n n n QX X X1 2, , по которым в самом общем слу-

чае пересчитывается значение nX  согласно (1) и ко-
торые, следовательно, должны быть заданы в качестве 
начальных условий на первом шаге итерационного 
процесса генерации числовой последовательности. 

( )F X  – функция, которая описывает нелинейное 
хаотическое, в общем случае, преобразование началь-
ных значений электромагнитного поля в автогенера-
торной резонаторной задаче с нелинейным отражени-
ем [10]. 

Частным случаем рассмотренного выше алго-
ритма (1) является модифицированный дискретный 
хаотический алгоритм (в дальнейшем, бинарный ал-
горитм), который может быть записан в таком виде:  

( ) ( )− −× ×− −= ± × ±   
   

n q n Q
n n q n QX X X1 1 , (2) 

где { }∈ ±nX 1 ; { }− ∈ ±n qX 1 ; { }− ∈ ±n QX 1 ; ≤ <q Q1 ; 

≥Q 2 ; < < ∞Q n . 
1.1. Бинарные алгоритмы генерации БПСП 

достаточно близких к М-последовательностям 
Некоторые варианты бинарного алгоритма (2) 

для генерации различных БПСП с характеристиками 
как у М-последовательностей и БПСП с характерис-
тиками, близкими к М-последовательностям могут 
быть записаны следующим образом: 

( ) ( )− −
− −= × × ×   

   
n q n Q

n n q n QX X X1 1 ,  (3) 

( ) ( )− −
− −= − × × − ×   

   
n q n Q

n n q n QX X X1 1 ,  (4) 

( ) ( )− −= − × × − ×   
   n n q n QX X X1 11 1 ,  (5) 

( )− −= × − × 
 n n q n QX X X 11 ,    (6) 

( ) − −= − × × 
 n n q n QX X X 11 .    (7) 

1.2. Бинарные алгоритмы генерации БПСП  
c уникальными характеристиками  

Некоторые варианты бинарного алгоритма (2) 
для генерации БПСП с уникальными характеристика-
ми могут быть записаны таким образом: 

( ) ( )− −
− −= × × − ×   

   
n q n Q

n n q n QX X X1 1 , (8) 

( ) ( )− −
− −= − × × ×   

   
n q n Q

n n q n QX X X1 1 , (9) 

( ) ( )−
− −= − × × − ×   

   
n Q

n n q n QX X X11 1 , (10) 

( ) ( ) −
− −= − × × − ×   

   
n Q

n n q n QX X X11 1 . (11) 
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2. НЕКОТОРЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ БИНАРНЫХ АЛГОРИТМОВ 

Ниже, в таблице 1 и таблице 2, представлены некото-
рые результаты исследования бинарных алгоритмов 
(3…7) и (8…11) соответственно, а именно, получены 

спектры периодов бинарных псевдослучайных после-
довательностей (БПСП), сгенерированных бинарными 
алгоритмами (3…7) и (8…11) при конкретных значе-
ниях параметров =q 1,2...14  , =Q 3,4...15 . 

Таблица 1 
Спектр периодов БПСП, сгенерированных бинарными алгоритмами (3) – (7) 

 Период БПСП 
q/Q 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

M-psp 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047 4095 8191 16383 32767 
1 7 15 21 63 127 63 73 889 1533 3255 7905 11811 32767 
2 7 6 31 14 93 30 465 42 2047 126 1785 254 4599 
3  15 31 9 127 217 21 1023 1953 45 8001 5115 63 
4   21 14 127 12 511 62 1533 28 7161 186 32767 
5    63 93 217 511 15 595 819 6141 5461 35 
6     127 30 21 62 595 18 7665 254 93 
7      63 465 1023 1533 819 7665 21 32767 
8       73 42 1953 28 6141 254 32767 
9        889 2047 45 7161 5461 93 
10         1533 126 8001 186 35 
11          3255 1785 5115 32767 
12           7905 254 63 
13            11811 4599 
14             32767 

 

Таблица 2 
Спектр периодов БПСП, сгенерированных бинарными алгоритмами (8) – (11) 

 Период БПСП 
q/Q 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

M-psp 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047 4095 8191 16383 32767 
1 7 15 21 63 127 63 73 889 1533 3255 7905 11811 32767 
2 7 6 31 14 93 30 465 42 2047 126 1785 254 4599 
3  15 31 9 127 217 21 1023 1953 45 8001 5115 63 
4   21 14 127 12 511 62 1533 28 7161 186 32767 
5    63 93 217 511 15 595 819 6141 5461 35 
6     127 30 21 62 595 18 7665 254 93 
7      63 465 1023 1533 819 7665 21 32767 
8       73 42 1953 28 6141 254 32767 
9        889 2047 45 7161 5461 93 
10         1533 126 8001 186 35 
11          3255 1785 5115 32767 
12           7905 254 63 
13            11811 4599 
14             32767 

 

3. КОРРЕЛЯЦИОНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
БПСП, СГЕНЕРИРОВАННЫХ БИНАРНЫМИ 

АЛГОРИТМАМИ 
Периодические автокорреляционные функции 

(ПАКФ) для некоторых реализаций бинарных псевдо-
случайных последовательностей (БПСП с характерис-
тиками как у М-последовательностей), сгенерирован-
ных предложенными бинарными алгоритмами (3) – (7), 
с периодами БПСП соответствующими данным табли-
цы1 (желтый фон) представлены на рис. 1 и рис. 2. 

Как видно из рис.1 и рис. 2 максимальные уровни 
боковых лепестков периодических автокорреляцион-
ный функций различных БПСП с характеристиками 
как у М-последовательностей всегда равны 

= −R Nmax 1 , где N – длина БПСП. 
Периодические автокорреляционные функции 

(ПАКФ) для некоторых реализаций бинарных псевдо-
случайных последовательностей (БПСП с характерис-
тиками близкими к М-последовательностям), сгене-
рированных предложенными бинарными алгоритма-
ми (3) – (7), с периодами БПСП соответствующими 
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данным таблицы1 (синий фон) представлены на рис. 3 
и рис. 4. 

 

Рис. 1. Периодическая автокорреляционная функция БПСП 
как М-последовательности при значениях параметров: 

Q 3= ; q 1= ; Период = 7 

 

Рис. 2. Периодическая автокорреляционная функция БПСП 
как М-последовательности при значениях параметров: 

Q 7= ; q 1= ; Период = 127 

Как видно из рис.3 и рис. 4 максимальные уровни 
боковых лепестков периодических автокорреляцион-
ный функций различных БПСП с характеристиками 
близкими к М-последовательностям равны =Rmax  
= − N2 , где N – длина БПСП. 

 

Рис. 3. Периодическая автокорреляционная функция БПСП 
близкой к М-последовательности при значениях 

параметров: Q 6= ; q 2= ; Период = 14 

 

Рис. 4. Периодическая автокорреляционная функция БПСП 
близкой к М-последовательности при значениях 

параметров: Q 8= ; q 2= ; Период = 30 

Инверсно-периодические автокорреляционные 
функции (ИПАКФ) для некоторых реализаций бинар-
ных псевдослучайных последовательностей (БПСП с 
уникальными характеристиками), сгенерированных 
предложенными бинарными алгоритмами (8) – (11), с 
периодами БПСП соответствующими данным таблице 
2 (зеленый фон) представлены на рис. 5…8. 

 

Рис. 5. Инверсно-периодическая автокорреляционная 
функция уникальной БПСП при значениях параметров: 

Q 3= ; q 1= ; Период = 7 

 

Рис. 6. Инверсно-периодическая автокорреляционная 
функция уникальной БПСП при значениях параметров: 

Q 5= ; q 2= ; Период = 31 
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Рис. 7. Инверсно-периодическая автокорреляционная 
функция уникальной БПСП при значениях параметров: 

Q 7= ; q 1= ; Период = 127 

 

Рис. 8. Инверсно-периодическая автокорреляционная 
функция уникальной БПСП при значениях параметров: 

Q 9= ; q 4= ; Период = 512 

Как видно из рис. 5…8 максимальные уровни бо-
ковых лепестков инверсно-периодических автокорре-
ляционный функций различных БПСП с уникальными 
характеристиками всегда равны = ±R Nmax 1 , где N – 
длина БПСП. 

ВЫВОДЫ 
1. Предложен новый метод формирования би-

нарных псевдослучайных последовательностей 
(БПСП) с квазиидеальной периодической автокорре-
ляцией и инверсно-периодической автокорреляцией. 
Метод разработан на базе модифицированного дис-
кретного многомерного хаотического отображения с 
двумя параметрами запаздывания. 

2. Компьютерным моделированием исследова-
на структура различных БПСП, сформированных 
согласно предложенному методу. Найдены спектры 
периодов различных БПСП, сгенерированных пред-
ложенными алгоритмами при конкретных значениях 
начальных условий и параметра запаздывания. 

3. Проведено исследование и анализ корреля-
ционных характеристик сгенерированных БПСП. 
Показано, что при соответствующем выборе началь-
ных условий и значений параметров запаздывания 
предложенные алгоритмы генерируют различные 
БПСП, имеющие корреляционные характеристики 
достаточно близкие к характеристикам М-последова-

тельностей. Максимальные уровни боковых лепест-
ков: 

− периодических автокорреляционный функ-
ций различных БПСП с характеристиками как у  
М-последовательностей всегда равны = −R Nmax 1 , 

− периодических автокорреляционный функ-
ций различных БПСП с характеристиками близкими к 
М-последовательностям равны = −R Nmax 2 ,  

− инверсно-периодических автокорреляцион-
ный функций различных БПСП с уникальными харак-
теристиками всегда равны  

= ±R Nmax 1 , 

где N  – длина БПСП. 
Констатировано, что БПСП, сформированные со-

гласно предложенному методу, полностью удовле-
творяют требованиям, предъявляемым к сигналам для 
радаров и систем связи. 
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Запропоновано новий метод формування бінарних 
псевдовипадкових послідовностей (БПВП) з квазіідеальною 
періодичною й інверсно-періодичною автокореляцією. Ме-
тод розроблений на базі модифікованого дискретного багато-
вимірного хаотичного відображення з двома параметрами 
запізнювання. Комп'ютерним моделюванням досліджена і 
вивчена структура різних БПВП, сформованих згідно з 
запропонованим методом. Знайдено спектри періодів різних 

БПВП, що згенерували запропонованими алгоритмами при 
конкретних значеннях початкових умов і параметра запіз-
нювання. Проведено дослідження і аналіз кореляційних 
характеристик БПВП. Проведено дослідження і аналіз коре-
ляційних характеристик БПВП. Показано, що при відповід-
ному виборі початкових умов і значень параметрів запізню-
вань запропоновані алгоритми генерують різні БПВП, що 
мають кореляційні характеристики, достатньо близькі до 
характеристик М-послідовностей. Констатовано, що БПВП, 
сформовані згідно з запропонованим методом, повністю 
задовольняють вимоги, що висуваються до сигналів для 
радарів і систем зв'язку. 
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ність, періодична автокореляційна функція, інверсно-
періодична автокореляційна функція, дискретне багатови-
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There is a new method for generation of binary pseudoran-
dom sequences (BPR-sequences) with quasi-perfect periodic 
and inverse periodic autocorrelation suggested for applications 
in radars. The method is based upon a modified discrete multi-
dimensional chaotic map with two parameters of delay. Various 
BPR-sequences formed according to the method suggested have 
been analysed by means of computer modelling. The article 
presents spectrums of BPR-sequences periods generated with 
the help of suggested algorithms for the particular values of 
initial conditions and delays. It involves the study and analysis 
of correlation characteristics of BPR-sequences generated. It is 
shown that for the appropriate choice of initial conditions and 
delays the suggested algorithms generate BPR-sequences having 
their correlation characteristics close enough to those of M-
sequences. In addition, BPR-sequences generated due to the 
method are found to meet the requirements to the signals for 
radar and communications. 
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