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В связи с развитием представлений о сухом трении твердых тел возобновился интерес к изучению шимми и 
других задач динамики пневмоколесных машин. В работе теоретические результаты по модели М. В. Келдыша (1945 г.) 
о взаимодействии упругого пневмоколеса с опорной плоскостью сопоставлены с результатами экспериментов, вы-
полненных гораздо позже 1945 г. Рассматривались три режима движения пневмоколеса: поперечно-поступательные 
и азимутально-вращательные гармонические колебания вблизи нулевого угла увода, скачок угла увода. Для нахож-
дения констант шины М. В. Келдыша использовались формулы И. Бесселинка и струнной теории шины. В конечном 
счете,  приходим к выводу, что модель М. В. Келдыша остается в силе.  
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Введение 
 
Математическое моделирование сил и моментов, возникающих на участке контакта катящейся 

шины с опорной поверхностью, продолжает оставаться актуальной научно-технической проблемой. В 
настоящее время в связи с развитием представлений о сухом трении твердых тел и объяснении явления 
шимми в рамках поликомпонентного сухого трения [1, 2] в подходах к решению проблемы наметились 
новые тенденции. 

В первой половине прошлого столетия проявилась необходимость изучения самовозбуждения 
угловых колебаний опор шасси пневмоколесных транспортных машин или явления шимми. М. В. Кел-
дыш в [3, 1945 г.] предложил модель, описывающую поперечную силу трения F  и восстанавливающий 
момент сил трения M  на пневмоколесе и послужившую базой для объяснения шимми, а также разрабо-
тки мер для борьбы с ним. Работа М. В. Келдыша вошла в историю изучения динамики пневмоколесных 
машин [4, 5] и многие годы являлась отправной точкой для исследований в области механики шин и яв-
ления шимми [6, 7]. 

В настоящей статье, развивая начатое в [8], результаты моделирования по М. В. Келдышу [3] со-
поставлены с экспериментальными данными [9, 10], полученными гораздо позже 1945 года. 

 
Изучение литературных данных; цель и задачи исследования 
 
Рассмотрим движение буксируемого пневмоколеса (точка C  – его центр масс), имеющего вынос 

назад L  (рис. 1).  
 

 

 
 

Рис. 1 – Буксируемое пневмоколесо 
 

Оси ggg YXO  неподвижны и лежат в опорной плоскости. Считаем, что распределенные силы 

трения приводятся к силе F  и моменту M  вокруг оси, перпендикулярной рисунку и проходящей через 
точку C . Пневмоколесо закреплено так, что его диск всегда строго перпендикулярен опорной плоско-
сти. Тяга AC  абсолютно жесткая.  

Смещение точки С  в поперечном направлении равно CY . Углы поворота тяги )(φφ t , где 

t время в секундах, «малы». Скорость const AС VV


обусловливает переносную скорость точки 

C , а углы поворота – относительную, которую обозначим CW


: 
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φ LYW CC  , 

точка сверху указывает на дифференцирование по времени t . В итоге скорость точки С  равна 

CС WV


 .   

«Малый» угол Δ  между плоскостью диска пневмоколеса и вектором скорости точки C  на виде 
сверху принято называть углом увода. 

Математическую модель [3] запишем в виде: 
, ;

( );
( ),

F M

С

С

F k M k

L V
V

    


       
     

 
 

                                                               (1) 

где χ,ξ  абсолютные линейная и угловая деформации шины; 
  ,  кинематические коэффициенты; 

MF kk , статические боковая и крутильная жесткости шины. 
Уравнения (1) позволяют при заданном законе «малых» поворотов )(φ t  найти функции времени 

)(χ),(ξ),(),( tttMtF . Величины β,α  и MF kk ,  являются механическими константами шины и требу-
ют экспериментального определения. 

Сформулируем цель и задачи исследования. Сопоставить результаты моделирования в виде 
функций )(),( tMtF , полученных с помощью системы (1), с экспериментальными данными [9, 10]. Вы-
делить задачу гармонических колебаний (поперечно-поступательных, а также азимутально-
вращательных) и скачка угла поворота пневмоколеса. При изучении колебательных режимов использо-
вать [8, 9], при изучении скачка  – эксперименты [10].  

В [8] теоретически на основе уравнений (1) изучались сила F  и момент M  для буксируемого 
пневмоколеса (рис. 1), тяга которого совершает вынужденные колебания по закону: 

 
tt Ωsinφ)(φ 0 , 

где Ω,φ0  постоянные амплитуда и частота колебаний. 
После получения общего решения были выделены предельные движения, а именно: (а) попереч-

но-поступательные колебания ( L ) и (б) азимутально-вращательные ( 0L ). Далее варианты (а) и 
(б) будем различать с помощью «говорящих» индексов пп  и ав , т.е. «поперечно-поступательные» и 
«азимутально-вращательные». 

В [9] представлены экспериментальные результаты группы С. Кларка по замеру силы F  и мо-
мента M  на шести типах авиационных шин при гармонических поперечно-поступательных или азиму-
тально-вращательных вынужденных колебаниях катящегося пневмоколеса, а также для их нахождения 
предложена математическая модель, основанная на струнной теории шины. Теоретические и экспери-
ментальные данные сопоставлены.  

В данной работе, как и в [8, 9], при рассмотрении режимов колебаний искомые функции 
)(),( tMtF  будем представлять в виде: 

 

( ) ( )sin[ ( )];

( ) ( )sin[ ( )],

i i
i F i F F
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i F i M M

F t k a A t

M t k Da A t
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где пп,авi  ; 
 0Yапп  амплитудное поперечное смещение точки С ; 0 Dаав ; 

D  наружный диаметр необжатой шины; 
i
M

i
F AA ,  и i

M
i
F β,β  безразмерные амплитуды и фазовые углы силы и момента; 

 СVD /ΩΩ  число С. Кларка. 

Формулы [8] содержат три безразмерные константы шины, а именно ,  и κ , где: 
 

DD  ,2 ; )/( 2Dkk FM . 
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Первые две константы найдем по формулам И. Бесселинка, приведенным в капитальном труде 
[5, с. 262]: 

),/()2(),(
);/(2),(




HHH
HH

                                                             (3) 

где H длина пятна контакта; 
λ  длина релаксации. 

Величины λ,H , соответствующие шинам группы С. Кларка и условиям эксперимента, даны в 
[9]. Константу κ  найдем по формуле струнной теории шины [9, 11]: 
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 .                                                           (4) 

 
Задача №1: гармонические колебания пневмоколеса 
 
В табл. 1 внесены данные по шинам группы С. Кларка: в столбцах 2, 3 – данные из [9]; в столб-

цах 4, 5, 6 – данные, полученные по формулам (3) и (4). На рис. 2 и 3 размещены теоретические и экспе-
риментальные кривые для четырех шин группы С. Кларка. Каждый рисунок содержит фрагменты, где 
представлены графики функций )Ω(β),Ω( i

F
i
FA  и )Ω(i

MA , )Ω(β i
M . Точки соответствуют экспери-

ментальным данным [9]; теоретические кривые, полученные по формулам [8], изображены шрих-
пунктирными линиями, помеченными кружками; участки сплошных линий являются результатами мо-
делирования группы С. Кларка.  

 
Таблица 1 

Шины группы С. Кларка:  
данные для расчетов 

 
Шина DHH /  D/λλ       κ  

A20 0,404 0,523 9,47 6,86 0,110 
A23 0,428 0,390 12,0 7,24 0,091 
А24 0,428 0,304 15,4 7,96 0,074 
B9 0,404 0,363 13,6 7,71 0,080 
VecoCL 0,364 0,355 15,5 8,31 0,069 
RHCA12 0,428 0,327 14,3 7,73 0,078 

 
Задача №2: скачок угла поворота пневмоколеса 
 
В дифференциальных уравнениях, входящих в систему (1), выполним замену переменной t  на 

s , где s путь точки A : tVs C . Будем иметь: 
 








,
),(L

                                                                  (5) 

где штрих указывает на дифференцирование по s . 
Рассмотрим случай, когда угол φ  изменяется скачкообразно: 
 

 *const:0;0:0  ss .                                                     (6) 
 
Тогда вместо (5) получим: 








.
),(

                                                                        (7) 

На рис. 4 приведены экспериментальные и теоретические кривые |)(||,)(| sMsF  для изучае-
мого случая (6). Экспериментальные линии заимствованы из [10] и соответствуют тракторной шине 
P245/75R16. В [10] на рисунках кроме экспериментальных кривых показаны результаты вычислений K. 
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Guo, L. Ren. Поэтому экспериментальтные кривые нами точечным образом выделены. Теоретические 
кривые (рис. 4) получены с помощью численного интегрирования уравнений (7) методом Рунге-Кутта 
для шины М. В. Келдыша [3] (табл. 2). 

 
Таблица 2 

Шина М.В. Келдыша:  
данные для расчетов и анализа результатов 

 
Шина 2D  D  H  λ  κ  

Fk  Mk  
400 × 150 19,2 12 0,2 0,525 0,052 88,2 кН/м  735 Нм/р 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

Рис. 2 – Поперечно-поступательные колебания пневмоколеса 
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Рис. 3 – Азимутально-вращательные колебания пневмоколеса 
 

|)(||)(||,)(||)(| sksMsksF MF  . 

Задавались такие начальные условия: *φ)0(χ;0)0(ξ  ss , где 7,2φ*   (верхние 

кривые) и 7,0φ*  . 
 

          

  
 

Рис. 4 – Скачок угла поворота пневмоколеса 
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Обсуждение результатов работы и выводы 
 
В настоящей работе на основе экспериментальных данных верифицирована модель М. В. Кел-

дыша для нахождения поперечной силы трения и азимутального момента сил трения на катящемся по-
датливом пневмоколесе. Подобная задача была также предметом работы [8]. Однако теперь, используя 
результаты [8], верификация выполнена более полно и аргументировано. 

Теоретически получены и сопоставлены с экспериментальными 20 графиков, которые описыва-
ют упомянутые силу и момент при колебаниях пневмоколеса, а также его мгновенном повороте. Следует 
признать, что во всех рассмотренных случаях наблюдается качественное согласие данных, а в подав-
ляющем большинстве случаев имеет место и их хорошее количественное соответствие.   

Сравнивая расчетные данные табл. 1 и графики рис. 2 и 3 при 0 , можно прити к выводу, 
что формулы (3) и (4) состоятельны и значительного улучшения согласия теоретико-экспериментальных 
кривых при нахождении констант шины путем их идентификации по результатам опытов не приходится 
ожидать. 

В целом приходим к выводу, что модель [3] остается в силе и не уступает большинству других 
известных моделей [12]. Подчеркнем, она справедлива лишь при «малых» углах увода, когда скольжени-
ем шины можно пренебречь. 
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Shifrin B.M., Izvalov A.V. Experimental verification of M. V. Keldysh model of interaction of air wheel with 

supporting plane. 
 
Due development of concepts of dry friction of solids the interest to study shimmy and other problems of a tyre and 

vehicle dynamics was renewed. In this article the theoretical results of M. V. Keldysh model (1945) of the interaction of elas-
tic air wheel with supporting plane are correlated with experimental results (20 graphic charts were built) which were per-
formed much later than 1945. Three air wheel rating modes were studied: cross-translational and azimuthal rotational har-
monic oscillations near zero slip angle and jump of slip angle. Experiments with air wheel oscillations were executed by 
Clark, Dodge, Nybakken in 1974, but with jump by Guo, Ren in 2000. To find the constants of M. V. Keldysh tyres, 
I. Besselink equation and string theory of a tyre were used. Ultimately, we conclude that the M. V. Keldysh model remains 
actual. 

 
Key words: air wheel, friction, model, oscillation. 
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