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Проаналізовано вплив конструктивно-технологічних парамет-
рів на характеристики локального напружено-деформованого 
стану в елементах дискретної поверхні методом кінцевих еле-
ментів, реалізованих в програмі NASTRAN. Встановлено, що 
напружено-деформований стан сторін заглибин (лунок) має 
неоднозначний розподіл залишкових напружень, що суттєво 
впливає на рівень залишкових напружень розтягання дискрет-
ної поверхні в цілому. Більший розмір лунки є меншим концент-
ратором напружень для основного матеріалу.  

Загальна постановка проблеми та її зв’язок з науково-
практичними завданнями. Відновлення важконавантажених де-
талей машин і механізмів - це завжди складна і важлива проблема, 
яка набуває особливої актуальності з розвитком науково-
технічного прогресу. Для підвищення зносостійкості деталей вико-
ристовують різні методи поверхневого зміцнення та відновлення.  

Сучасні технологічні методи поверхневого зміцнення мають 
необмежені можливості для створення захисних структур триботех-
нічного призначення, що забезпечують надійну роботу вузлів тертя 
у найрізноманітніших умовах, а саме: великих навантажень, висо-
ких температур і швидкостей тертя, впливу вібрації, кавітації, раді-
ації, корозійних і абразивних середовищ. Створення захисних 
структур на робочих поверхнях деталей машин, механізмів і техно-
логічної оснастки дає змогу підвищити їх надійність і довговічність, 
продуктивність праці, зменшити витрати металів і як результат - за-
ощадити величезні матеріальні, енергетичні й трудові ресурси. 

Суцільні захисні структури, які формуються на поверхні де-
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талей при їх відновленні, не завжди надають можливість забезпе-
чити необхідну надійність і довговічність трибосполучень в екст-
ремальних умовах експлуатації. Сьогодні широкі можливості ма-
ють технологічні методи створення дискретних структур (повер-
хонь), які полягають в заміні традиційного суцільного шару поверхні 
на переривисту мозаїчну структуру.  

Дискретні поверхні (в закордонній літературі їх ще назива-
ють текстуровані поверхні) як засіб покращення трибологічних 
характеристик деталей і вузлів машин виникли багато років назад, 
але широке розповсюдження отримали за останнє десятиліття як 
найперспективніший, життєздатний напрям інжинірингу поверхні. 
Результатом упровадження такої технології є розширення діапазо-
ну роботи деталей в екстремальних умовах експлуатації за допус-
тимого навантаження, зносостійкості, коефіцієнта тертя, фізико-
механохімічних характеристик пар тертя. 

Огляд публікацій та аналіз невирішених проблем. Для 
формування дискретних поверхонь можуть використовуватися різ-
номанітні методи, а саме: металургійні, механічні, хімічні, елект-
рохімічні, електрофізичні та ін. Значні можливості відкривають ме-
ханічні методи, які дають змогу створювати дискретні ділянки у ви-
гляді заглибин (лунок) у результаті ударного поверхнево-
пластичного деформування [1].  

За результатами експериментальних досліджень [2] встанов-
лено, що при формуванні дискретної поверхні у вигляді заглибин 
виникають залишкові напруження розтягання. Залежно від відстані 
між рядками (Х1) заглибин, відстані у рядку (Х2) і ходу головки 
установки (Х3), що характеризує розміри лунки, залишкові напру-
ження розтягання мають різні значення. Застосування математич-
ного моделювання [2; 3] надало можливість визначити оптималь-
ний рельєф лунок за умов мінімізації залишкових напружень. Най-
менші залишкові напруження виникають при значеннях параметрів 
оптимізації Х1 = 200...300 мкм, Х2 = 200 мкм і Х3 = 150 мкм.   

Рівень залишкових напружень дискретної поверхні в значній 
мірі буде залежати від рівня залишкових напружень окремої дис-
кретної ділянки. На сьогодні відомості про напружено-
деформований стан окремих дискретних ділянок, що формуються 
методом ударного поверхнево-пластичного деформування, практич-
но відсутні, що і визначає актуальність проведення досліджень.  
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Мета дослідження. Визначення впливу конструктивно-
технологічних параметрів на напружено-деформований стан окре-
мої дискретної ділянки методом кінцевих елементів.  

Методика досліджень. Розрахунок напружено-
деформованого стану деталей машин неможливий без урахування 
всіх складових процесу формування дискретної поверхні. Для 
прогнозування працездатності деталей необхідний метод визна-
чення локального напружено-деформованого стану дискретної по-
верхні та в її окремих ділянках. Найбільш перспективним на сього-
дні є метод кінцевих елементів, реалізованих у таких відомих про-
грамах, як NASTRAN, ANSYS, ABAQUS, COSMOS та ін. [4; 5]. 
Вони дають змогу моделювати складні геометричні форми деталі, 
конструкції з урахуванням будь-якого типу експлуатаційного на-
вантаження. 

Методика розрахунку напружено-деформованого стану скла-
дається з розв’язування задачі лінійної пружності та наступного ви-
значення напружено-деформованого стану дискретної ділянки. 

Оскільки задача є лінійною, то можна вирішувати для дові-
льного моменту часу від початкового стану. Припускаємо, що в 
початковий момент часу зовнішнє навантаження відсутнє. Тоді в 
розглянутому тілі поля переміщень )0,( j

m xU , деформацій 

)0,( j
mn x  і напружень )0,( j

mn x  – нульові. На момент часу t  в 

об’ємі цього тіла Ω, а також на його поверхні S=SU∪SP діє наванта-

ження ),( txO j
m


 – об’ємне; ),( txP j

m


 – поверхневе на SP, задані 

переміщення ),( txU j
m


 – на SU. Тоді для визначення в кожній точ-

ці тіла величин: ),( txU j
m  – переміщень, ),( tx j

mn  – деформацій, 

),( tx j
mn  – напружень маємо таку крайову задачу [6; 7]: 

– рівняння рівноваги як частковий випадок рівняння руху 
0 kkl

l O


 ;    (1) 
– геометричні рівняння: 



8 

 

  2/m
n

n
m

mn UU  ,    (2) 
а також відомі рівняння сумісності деформацій: 

;e
mnmn        (3) 

– фізичні рівняння лінійно-пружного матеріалу 

klmnkl
e
mn E  1)(  .                                            (4) 

Додатково застосовуються граничні умови на SU і SP: 
mSm UU

U


 ;                        (5)  

mSnmn P
P


 .                                                (6) 

Значок «ˆ» над змінною вказує на те, що її величина задається. 
Диференціальній постановці крайової задачі відповідає інте-

гральна постановка [6; 7]. Застосовуючи співвідношення (2) і (6), а 
також властивості симетрії тензора напружень lkkl    і теорему 
Остроградського–Гаусса [8], можна отримати такий функціонал 
відносно варіацій переміщень і зв’язаних із ними деформацій 

  
  PS

mmmmmnmnm dSUPdUOdUF 


)( ,          (7) 

який у поєднанні з кінематичними граничними умовами (5) на по-
верхні SU визначає нескінченну множину можливих (віртуальних) 
напружено-деформованих станів. Дійсний напружено-
деформований стан є одним із віртуальних, але він додатково задо-
вольняє фізичні рівняння зв’язку mnmn   . Для знаходження дій-
сних полів mn , mU , mn  застосовують теорему варіаційного об-
числення, коли дійсні поля надають мінімум функціоналу (7). 

Алгоритм розрахунку напружено-деформованого стану 
тіл при силовому навантаженні. Для точки тіла, яка розглядаєть-
ся в межах кінцевого елемента, вводяться вектори повних дефор-
мацій і напружень [7] 

   T
312312332211 ,,,,,   ;                                     (8)  

   T
312312332211 ,,,,,   ,                                 (9) 

де jiijij  ,2 ; а також аналогічний за заповненням вектор 

 e  пружних деформацій. 
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Вводиться матриця базисних функцій [ϕ], через яку 

          eqU  ,                                (10) 
де величини переміщень mU  зведені у вектор 

   TUUUU 321 ,, ,    (11) 
а вектор переміщень у вузлах кінцевих елементів 

   T
Me qqqq 321 ..,,, ,    (12) 

де M  – число вузлів у кінцевих елементах. 
Вводиться матриця диференціювання за глобальними коор-

динатами ][B , з використанням яких рівняння (2) записують у ви-
гляді                                    eqB .                                          (13) 

Конкретизація матриць [ϕ] і ][B , що зв’язана лише з типом кін-

цевих елементів і системою глобальних координат, тут несуттєва. 
Вводиться матриця модулів пружності в головних осях симе-

трії ][D . В розглядуваному випадку пружної ізотропії її подамо у 
вигляді [7] 
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де )1/()(2  ExG i ; )21/()1(  a ; )21/(  b ; 
5.0c ; )( ixEE   – модуль Юнга; )( ix   – коефіцієнт Пуассона. 
Використовуючи (14) і (3), закон Гука (4) запишемо у вигляді 

       D .    (15) 
Функціонал (7), отриманий при постановці крайової задачі, з 
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урахуванням уведених позначень і можливості суперпозиції робіт 
за кінцевими елементами, зумовлений тим, що кінцеві елементи 
взаємодіють у вузлах і не перетинаються та записуються як [6; 7] 

                      ,   
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де позначені вектори навантажень    TOOOO 321 ,,


 ; 

   Tpppp 321 ,,   ; e
pS  – сторона СЕ, що виходить на SP тіла; знак 


e

означає збірку за всіма кінцевими елементами, що містять роз-

глядуваний степінь вільності вузла. 
Використовуючи умову мінімізації функціоналу (16) у ви-

гляді   0/  T
eqF   і враховуючи кінематичні граничні умови (5), 

отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь виду 
    PqK       (17) 

відносно глобального вектора дійсних переміщень  q . В (17) по-
значені збірки за степенями вільності  

             
e e e

eee PPqqKK ;;;       (18) 

де       



e

dBDBK T
e

;                   (19) 

          
 e

p
e S

TT dSpdOP 
 .   (20) 

Вектор  P  зумовлений зовнішніми силовими навантаженнями 
і масовими силами. В систему (17) необхідно ввести граничні умови 
1-го роду (5). Після її вирішення в кожному кінцевому елементі з за-
гального вектора робиться вибірка вектора переміщень у вузлах кін-
цевих елементів (12). Використовуючи формули (13) і (15), знаходять-
ся компоненти деформацій і напружень, відповідно до яких можна 
визначити майже всі похідні величини: головні напруження, інтенси-
вність напружень та ін. 

Результати досліджень. На основі експериментальних дослі-
джень [2] була побудована кінцева елементна модель окремих діля-
нок дискретної поверхні. Розрахунки проводили на 1/4 частині пла-
стини, оскільки вона має осі симетрії (рис. 1). Розміри кінцево еле-
ментної моделі: довжина – 0,08 м, ширина – 0,005 м. Залежно від 
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Рис. 2. Схема для аналізу 

напружено-деформованого 
стану внутрішніх сторін              

(І і ІІ) лунки 

положення та розміру лунки кількість вузлів та кількість елементів 
для кожної моделі були різними. 

 
Рис. 1. ¼ частина моделі пластини із заданою початковою температурою     
навколишнього середовища Т0 = 20° С і одиничним силовим навантажен-

ням для кожної лунки 
 
Задавалися необхідні фізико-механічні характеристики мате-

ріалу пластинки, розмір лунок та відстань між рядами і відстань в 
ряді. Також до вузлів моделі на вершинах лунок прикладалися си-
лові навантаження як залишкові напруження. 

Необхідні для розрахунку граничні умови та властивості ма-
теріалу пластини були такі: модуль пружності Е = 0,89×105 МПа; 
коефіцієнт Пуассона υ = 0,32; густина матеріалу ρ = 8450 кг/м3. 

Для детального аналізу напружено-деформованого стану лун-
ки були розбиті на дві частини (рис. 2). Перша частина характери-
зується наявністю напливу, друга – його відсутністю [3].  

Аналіз поперечного перетину 
показав, що залишкові напруження 
розтягання поширюються в лунках 
шарами і зменшуються поступово від її 
кромки (де вони мають максимальне 
значення) до дна лунки майже до нуля – 
0,02…2,0 МПа (рис. 3). Рівні залишкових 
напружень мають різні значення і залежать 
від параметрів Х1, Х2, Х3, а також від 
напряму руху поверхні деталі в процесі 
формування лунок [2; 3]. Відповідно 
внутрішня сторона І лунки піддається 
більшій деформації індентора  порівняно з 
ІІ, і напружено-деформований стан буде теж більший. 
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а                                                                 б 

Рис. 3. Напружено-деформований стан (Па) внутрішніх сторін лунки 
(Х1 = 200 мкм, Х2 = 200 мкм) при величині параметра Х3 = 50 мкм:            

а – внутрішня сторона І; б – внутрішня сторона ІІ 

Пошаровий аналіз внутрішніх сторін лунок показує, що при 
значенні параметра Х3 = 50 мкм формуються максимальні напружен-
ня розтягання і вони майже однакові в І і ІІ сторонах лунки (рис. 4 а, 
б). Збільшення параметра Х3 до 100 мкм приводить до зменшення за-
лишкових напружень в 1,8 разу на внутрішній поверхні ІІ. На поверх-
ні І вони збільшуються в 1,1 разу. Це пояснюється тим, що при ство-
ренні лунки поверхня І піддана більшому пластичному деформуван-
ню зі сторони індентора. 

 
а 
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б 

Рис. 4. Пошаровий розподіл напружень (1–8) по глибині лунки                              
(Х1 = 200 мкм, Х2 = 200 мкм, 1 – основа; 2 – лунка; 3 – наплив):                             
а – внутрішня сторона І лунки; б – внутрішня сторона ІІ лунки;                        

 – Х3 = 50 мкм,  – Х3 = 100 мкм,  – Х3 = 150 мкм. 

При подальшому збільшенні параметра Х3 до 150 мкм ситуація 
змінюється навпаки. Рівень залишкових напружень внутрішньої по-
верхні ІІ не змінюється, а поверхні І – зменшується в 1,2…1,5 разу. 
Найбільші зміни напружень відбуваються в 5…8 шарах. Високі зна-
чення параметрів Х3 ініціюють розвиток смуг локалізованого зміщен-
ня матеріалу по краях внутрішніх 
сторін лунки і виникнення 
в поверхневому шарі лунки сітки 
втомних мікротріщин (рис. 5).  

 
 

 
 
 
Рис. 5. Смуги локалізованого зміщення матеріалу по краях сторін лун-

ки при її формуванні 
Висновки. Таким чином, аналіз напружено-деформованого 

стану текстури дискретних поверхонь показав, що при зростанні 
параметра Х3 залишкові напруження зменшуються в основному 
матеріалі, тобто більший розмір лунки є меншим концентратором 
напружень для основного матеріалу. Детальний аналіз напружено-
деформованого стану сторін лунок встановив неоднозначний роз-
поділ залишкових напружень в них, що суттєво впливає на рівень 
залишкових напружень розтягання дискретної поверхні в цілому. 
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