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Представлена методика оценки параметров модели предель-
ного состояния, применяемая для расчета диаграмм предель-
ных амплитуд напряжений для условий многоциклового асим-
метричного нагружения. Значения параметров модели для ря-
да металлических конструкционных материалов получены по-
средством использования метода минимизации функционала 
суммы квадратов отклонений экспериментальных ординат 
диаграмм от расчетных. 

Введение. Многие элементы ответственных несущих конст-
рукций подвергаются в эксплуатации совместному воздействию 
циклических и статических нагрузок в широком диапазоне значе-
ний асимметрии цикла нагружения. Оценка прочности таких кон-
струкций осуществляется на основе информации о характеристи-
ках сопротивления усталости конструкционных материалов в усло-
виях асимметричного циклического нагружения. Такую информа-
цию представляют, как правило, в виде диаграмм предельных ам-
плитуд напряжений [1–5]. Построение таких диаграмм экспери-
ментальным путем требует значительных затрат времени и средств 
для проведения испытаний на усталость нескольких партий образ-
цов исследуемого материала с целью получения кривых усталости 
при разных значениях асимметрии цикла нагружения.  

Альтернативу экспериментальному методу построения диа-
грамм предельных амплитуд напряжений составляют эмпириче-
ские зависимости, позволяющие их рассчитывать на основе экспе-
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риментальных данных по усталости, полученных при симметрич-
ном цикле нагружения, и результатов кратковременных статических 
испытаний. Наибольшее распространение при этом получили линей-
ные, параболические и эллиптические зависимости [2; 3; 5]. Анализ 
условий применимости таких эмпирических зависимостей для расчетов 
диаграмм предельных амплитуд напряжений свидетельствует о том, 
что их использование обеспечивает удовлетворительное согласование 
расчета и экспериментальных данных при асимметричном цикличе-
ском нагружении лишь в частных случаях – для конкретного материала 
в тех или иных условиях нагружения [3–6].  

Новый подход к расчету диаграмм предельных амплитуд на-
пряжений предложен в работах [7; 8]. Подход основан на примене-
нии моделей предельного состояния, построенных на базе степен-
ной трансцендентной функции, параметры которой необходимо 
определять посредством базового эксперимента ограниченного 
объёма. Принципиальное отличие от эмпирических зависимостей 
состоит в том, что использование указанных моделей предельного 
состояния предусматривает не произвольный выбор, а определение 
параметров моделей посредством базовых опытов, и в этом случае 
параметры моделей могут рассматриваться как константы материа-
ла, которые подлежат определению из базового эксперимента. В 
связи с этим возникает задача разработки оптимальной методики 
определения указанных параметров моделей с целью  прогнозиро-
вания предельного состояния конструкционных материалов при 
минимальном объеме базового эксперимента. 

Постановка задачи и цель исследования. Под оптимальной 
методикой определения параметров моделей предельного состояния 
принимаем такую, которая предусматривает максимальное исполь-
зование стандартных справочных данных о материале при мини-
мальном объеме базового эксперимента, обеспечивая адекватное 
описание экспериментальных данных. В качестве  справочных дан-
ных будем рассматривать такие механические характеристики мате-
риала, как предел прочности или предел текучести, предел длитель-
ной прочности, предел выносливости при симметричном цикле на-
гружения. В общем случае эти характеристики также практически 
являются константами материала, определяемыми из базовых опы-
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тов. Для большинства конструкционных материалов они известны и 
систематизированы в соответствующей справочной литературе.  

Анализ возможностей расчета диаграмм предельных ампли-
туд напряжений посредством эмпирических зависимостей показал, 
что указанных справочных данных в большинстве случаев недос-
таточно для адекватного описания предельных диаграмм. Тем не 
менее, в расчетной практике при оценке сопротивления усталости 
конструкционных материалов в условиях асимметричного нагру-
жения широко используются линейная и параболическая зависимо-
сти как альтернатива трудоемким и длительным эксперименталь-
ным исследованиям [2; 3]. 

Для определения реакции материала на действие статической 
составляющей асимметричного цикла необходим как минимум один 
базовый эксперимент именно при асимметричном циклическом на-
гружении, который позволил бы получить параметр зависимости, 
описывающей предельную диаграмму. Этот параметр определяет 
форму предельной диаграммы. Минимальный объем такого базового 
эксперимента при асимметричном циклическом нагружении опреде-
ляется нахождением параметра, по сути определяющего чувствитель-
ность материала к асимметрии нагружения, при одной из комбинаций 
величин амплитуды цикла и статической составляющей, т.е. только 
при одном из значений коэффициента асимметрии цикла нагружения. 
К сожалению, выбор соотношения указанных величин в комбинации 
вызывает обычно определенные затруднения в связи с отсутствием  
аргументированных рекомендаций. 

Использование данного подхода продиктовано, с одной сто-
роны, необходимостью оценки предельного состояния материалов 
при асимметричном нагружении в условиях отсутствия, как прави-
ло, достаточной экспериментальной информации о поведении кон-
струкционных материалов при таком виде нагружения, а с другой – 
достаточно обширным опытом использования в расчетной практи-
ке результатов испытаний при отнулевом цикле для ориентировоч-
ных оценок сопротивления усталости при совместном воздействи-
ии статических и циклических нагрузок и построении схематизи-
рованных диаграмм предельных напряжений [2; 9]. 

Анализ применимости различных функций для построения 
моделей предельного состояния и соответствующих предельных 
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диаграмм, выполненный в работе [10], показал, что наиболее гибкой 
структурой обладают уравнения моделей, построенные на основе сте-
пенной трансцендентной функции. Такой вывод базируется на ис-
пользовании при оценке предельного состояния большого количества 
экспериментальных данных по испытаниям конструкционных мате-
риалов при асимметричном многоцикловом нагружении.  

В работах [7; 4; 8; 10] показано вполне удовлетворительное 
согласование эксперимента и расчета для ряда металлических кон-
струкционных материалов при построении диаграмм предельных 
амплитуд напряжений посредством модели предельного состояния 
вида 
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где σа – циклическая составляющая асимметричного цикла нагру-
жения; σт – статическая составляющая цикла; σп – предел ограни-
ченной выносливости при симметричном цикле; σв – предел крат-
ковременной прочности;  

Параметром модели, определяемым из базового эксперимен-
та при одной из возможных комбинаций величин амплитуды цикла 
и статической составляющей асимметричного циклического на-
гружения, в данной модели является показатель степени λ, который 
определяет форму диаграмм и может быть коэффициентом формы 
диаграммы или коэффициентом чувствительности материала к 
асимметрии цикла нагружения. Формула для параметра λ следует 
из (1) и имеет следующий вид: 
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В зависимости от величины параметра λ модель (1) может 
описать самые разнообразные формы диаграмм предельных ампли-
туд напряжений, включая выпуклые, близкие к прямолинейным, 
вогнутые, и является в этом случае достаточно гибкой. На рис.1 
показаны в относительных координатах возможные формы пре-
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дельных диаграмм, рассчитанные в соответствии с моделью (1), в 
зависимости от изменения параметра λ. 

 
Рис. 1. Вид диаграмм предельных амплитуд напряжений в зависимости от 

значения параметра λ 

Выбор комбинации напряжений σа и σт в базовом экспери-
менте до некоторой степени является условным, однако требует 
обоснования, например, путем сравнения значений, рассчитанных 
по формуле (2) со значениями, полученными иным способом. В 
том случае, когда накоплена достаточно представительная первич-
ная информация о сопротивлении усталости в условиях асиммет-
ричного цикла нагружения, появляется возможность определения 
параметра λ с более высокой степенью точности. Используя её, оп-
ределим значения показателя степени λ модели (1), которые позво-
лили бы адекватно описывать экспериментальные данные. С этой 
целью воспользуемся методом минимизации функционала суммы 
квадратов отклонений экспериментальных значений от расчетных 
[11] на поле диаграммы предельных амплитуд напряжений. Полу-
ченные в этом случае результаты позволяют уточнить методику 
определения параметров модели предельного состояния (1) посред-
ством сопоставления их значений, определенных из базового экс-
перимента по формуле (2), и значений, рассчитанных методом ми-
нимизации функционала суммы квадратов отклонений. 

Целью настоящей работы является оценка параметра λ моде-
ли предельного состояния (1) посредством метода минимизации 
функционала суммы квадратов отклонений для ряда металлических 
конструкционных материалов, а также определение возможных 
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погрешностей по амплитуде циклической составляющей σа при 
варьировании λ в известных пределах. 

Для построения диаграмм предельных амплитуд напряжений 
результаты эксперимента представляют в виде пар значений σmj, 
σаj, отвечающих одной и той же конкретной долговечности. 

При этом предельная диаграмма строится в плоскости σт – σа  
по количеству циклов до разрушения, где указанные выше пары 
значений являются координатами точек, представляющих данные 
эксперимента.  

Более информативными являются предельные диаграммы, 

построение в плоскости нормированных координат a m

n в

    
       

, 

где при необходимости могут быть представлены эксперименталь-
ные данные для нескольких материалов, что в ряде случаев являет-
ся удобным для сравнения их чувствительности к асимметрии на-
гружения. В качестве примера на рис.2 а представлена такая диа-
грамма для никельхромомолибденовой стали. Нормирование по 
амплитуде напряжений выполняется делением на значение предела 
ограниченной выносливости при симметричном цикле нагружения, 
соответствующее заданному количеству циклов до разрушения. По 
статической составляющей цикла нормирование выполняется де-
лением на значение предела прочности материала при соответст-
вующем конкретном виде нагружения.  

 
а                б 

Рис. 2 Диаграмма предельных амплитуд напряжений для никельхромомо-
либденовой стали: нормированная предельная диаграмма (а) и график 

минимизации функционала суммы квадратов отклонений (б) 
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Определение параметров модели предельного состояния 
методом минимизации функционала суммы квадратов откло-
нений. Результаты расчетов. На примере модели предельного 
состояния (1) рассмотрим методику определения параметра λ этой 
модели с применением упомянутого выше метода минимизации 
функционала суммы квадратов отклонений. 

Располагая данными эксперимента в виде пар значений σmj, 
σaj общее выражение функционала для нахождения оптимального 
значения  параметра модели предельного состояния можно выра-
зить следующим соотношением: 
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1 exp
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где ψ(·) – функция, на основе которой построена модель предель-
ного состояния; λ – параметр модели, подлежащий оптимизации; 
(σaj/σn)exp – нормированное экспериментальное значение амплитуды 
цикла, соответствующее нормированному значению статической 
составляющей, выступающей в качестве аргумента функции ψ(·). 

Для модели предельного состояния вида (1) конкретизация 
функции ψ(·) в выражении (3) задается следующим соотношением: 

cosm m

в в
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а параметром, подлежащим определению, является показатель сте-
пени λ.  

При построении диаграммы предельных амплитуд напряжений 
в нормированных координатах экспериментальные данные отобра-
жаются в виде точек с абсциссами (σmj/σв) и ординатами (σaj/σn)exp (см. 
рис. 2, а). При линеаризации предельных диаграмм эксперименталь-
ные данные отображаются точками с абсциссами ψ σтj/σn), опреде-
ляемыми согласно выражению (4), и ординатами (σaj/σn)exp. 

На рис. 2, б приведен график, иллюстрирующий нахождение оп-
тимального значения параметра λ для модели предельного состояния 
вида (1) по результатам испытаний никельхромомолибденовой стали 
при асимметричном циклическом нагружении при 20 оС, где по оси 
ординат отложены суммы квадратов отклонений экспериментальных 
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значений амплитуд напряжений от рассчитанных в соответствии с мо-
делью (1) в зависимости от изменения λ. 

Опыт применения метода минимизации функционала суммы 
квадратов отклонений позволяет достаточно надежно определять зна-
чение параметра λ. Вместе с тем, поскольку количество точек, соответ-
ствующих эксперименту на поле диаграмм предельных напряжений, в 
большинстве случаев невелико, что связано со значительной трудоем-
костью получения таких экспериментальных данных, то применение 
этого метода имеет свои особенности. При выборе результатов экспе-
римента, подлежащих обработке, следует стремиться к тому, чтобы 
абсциссы точек, соответствующие различным задаваемым в экспери-
ментах средним напряжениям циклов, были разнесены вдоль оси абс-
цисс, а не сосредоточены близко друг к другу. Это обеспечит более до-
стоверное определение параметра λ модели (1).  

Результаты расчетов, выполненных в соответствии с выражением 
для функционала (3) представлены в таблице. 

Оценку погрешности расчета диаграмм предельного состоя-
ния в соответствии с выражением модели (1) выполняли при изме-
нении значения параметра λ в заданных пределах. В качестве ил-
люстрации на рис.3 приведены диаграммы предельных амплитуд 
напряжений, рассчитанные для стали Э10 при λ, равном 1,27 (см. 
таблицу) и при увеличении λ на 20%. 

Значения параметра λ модели предельного состояния (1) 
 вычисленные методом минимизации функционала суммы  

квадратов отклонений 

Материал 
Никельхромо- 
молибденовая 

сталь 

Сплав 
52S-
36 

Сталь 
SAE 
4130 

Малоуглеродистая 
сталь 

Сплав 
Д16Т 

Сталь 
Э10 

Значение 
параметра 

λ 
0,83 0,38 0,87 1,05 1,44 1,27 

Для стали Э10 погрешность по амплитуде циклической состав-
ляющей σa не превысила 10 % во всем диапазоне изменения статиче-
ской составляющейσт асимметричного цикла нагружения. Для осталь-
ных материалов, приведенных в таблице, при аналогичном изменении λ 
указанная погрешность не превысила 5%. 
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Рис. 3. Диаграммы предельных амплитуд напряжений для стали Э10 при 

асимметричном растяжении–сжатии. Штрихпунктирная линия  
соответствует значению параметра λ, приведенному в таблице;  

пунктирная – значению, увеличенному на 20% 

Выводы. Использование модели предельного состояния, ос-
нованной на степенной трансцендентной функции, позволяет опи-
сать сопротивление усталости в условиях асимметричного нагру-
жения с достаточно высокой точностью при варьировании статиче-
ской компоненты в широком диапазоне значений. В этом случае 
точность оценок во многом определяются корректным определени-
ем используемых материальных констант и в первую очередь ко-
эффициента чувствительности материала к асимметрии нагруже-
ния. При этом параметр λ в модели (1), придавая гибкость предло-
женной модели предельного состояния любого конструкционного 
материала, обеспечивает возможность адекватно описывать ре-
зультаты экспериментальных исследований в виде диаграмм пре-
дельных амплитуд напряжений любой формы. Необходимым усло-
вием для этого является корректное определение параметра λ, за-
дающего форму диаграммы предельного состояния. К сожалению, 
на практике исследователь, располагает ограниченной информаци-
ей о сопротивлении усталости конструкционных материалов при 
асимметричном нагружении, исключающей порой надежное опре-
деление этого параметра.  

Выполненные расчеты параметра λ, который может быть на-
зван коэффициентом чувствительности материала к асимметрии 
нагружения, позволили определить диапазон его возможных зна-
чений для ряда типичных металлических конструкционных мате-
риалов и получить данные, необходимые для дальнейшей апроба-
ции модели предельного состояния (1) посредством сравнения зна-
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чений этого параметра, определяемых посредством метода мини-
мизации функционала (3), со значениями, определяемыми из базо-
вого эксперимента по формуле (2). 

Получены оценки погрешностей по амплитуде циклической 
составляющей асимметричного цикла нагружения при варьирова-
нии параметра λ в заданных пределах. 

Дальнейшим направлением исследований с целью апробации 
модели предельного состояния (1) является выбор и обоснование 
соотношения циклической и статической составляющих асиммет-
ричного цикла нагружения в базовом эксперименте по определе-
нию параметра λ посредством соотношения (2). 
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