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Abstract. Mathematical model of oscillations in the transverse and vertical space of trail of 
bitem and broken stone aggregate with independent torsions suspension. 
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Вступ. Для ямкового ремонту доріг 

переважно застосовують різні типи бітумо-
щебеневі агрегати, які відрізняються 
конструкцією, габаритами, продуктив-
ністю, експлуатаційними властивостями, 
системами автоматичного регулювання і 
контролю за технологгічним процесом, 
дизайном, ціною тощо. Найпоширенішим 
методом ремонту доріг з твердим 
покриттям асфальтобетону є ямковий 
ремонт гарячою сумішшю (щебінь, пісок, 
мінеральний порошок, гарячий бітум). 

Найпростішими за конструкцією є 
причіпні бітумо-щебеневі агрегати, за 
допомогою яких успішно виконують 
ямковий ремонт доріг. 

Нами розроблено і виготовлено нову 
експериментальну модель причіпного 
бітумо-щебеневого агрегату у вигляді 
чотириколісного причепа, на рамі якого 
розміщена горизонтальна циліндрична 
ємкість для бітуму, а з обох боків – 
бункери для щебеню (рис. 1). 

 

  Рис. 1. Загальний вигляд бітумо-
щебеневого агрегату: 1 – рама, 2 – 
цистерна-термос, 3 – рукави подачі бітуму, 
4 – пістолет бітумний, 5 – куліса 
поворотна, 6 – пістолет повітряний 

 
Бітумо-щебеневий агрегат має 

торсіонні підвіски, які дають змогу досить 
швидко і плавно рухатись по нерівній, з 
частими вибоїнами дорозі та зберігати 
необхідну стійкість під час транспортува-
ння. 

Постановка проблеми. Ямковий 
ремонт доріг завжди пов’язаний, доволі 
часто, з транспортуванням на порівняно 
великі відстані, на нові ділянки доріг 
причіпний бітумо-щебеневий агрегат з 
розігрітим рідким бітумом, рухливість 
якого істотно впливає на стійкість його 
руху і, отже, на швидкість та час транс-
портування загалом. Дослідження 
поперечно-кутових коливань причіпного 
бітумо-щебеневого агрегату та визначення 
критичної швидкості його руху є акту-
альним завданням. 

Аналіз останніх досліджень і 
публікацій. Відома велика кількість 
досліджень і публікацій щодо стійкості 
руху і плавності ходу транспортних 
засобів загалом та транспортних засобів з 
причепами і напівпричепами. Проте 
дослідження стійкості руху транспортних 
засобів з торсіонними підвісками є обме-
жено число робіт [4, 5, 7]. Дослідження 
динамічних процесів у бітумо-щебеневих 
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агрегатах майже відсутні за виключенням 
[1, 3].  

Виклад основного матеріалу. 
Стійкість руху та плавнвістьб ходу в 
основному залежить від правильно 
вибраної підвіски транспортного засобу. 
Тому головним завданням наших 
досліджень є вибір оптимальних 
параметрів торсіонної підвіски бітумо-
щебеневого агрегату. 

Вибір основних параметрів торсіонної 
підвіски таких як її жорсткість і 
геометричні розміри необхідно проводити 
виходячи з допустимих значень мак-
симальних напружень у торсіоні від яких 
залежить міцність, надійність та 
довговічність цієї підвіски загалом.  

Жорсткість торсіонної підвіски сТП 
можна визначити на основі рівності роботи 
деформації підвіски АТП і потенціальної 
енергії її деформації ПТП. 

Робота деформації торсіонної 
підвіски 

 

         
2

0 2

ТП maxZ
ТП ТП max

ТП ТП ТП
c z

A c z dz  ,    

(1) 
 

де ТПz  – вертикальне переміщення 
торсіонної підвіски (рис. 2). 

Потенціальна енергія торсіонної 
підвіски ПТП, яка накопичується стержнем 
торсіону під час деформації кручення 
дорівнює роботі крутного моменту валу 
торсіона МТ на куті закручування dT (рис. 
2): 

 

       
2 2

0 2 2

TL
T T T

ТП ТП
T T

M M lП А dx
GI GI

   ,    

(2) 
 
де G – модуль пружності другого роду 
(модуль зсуву); ІТ – момент інерції 
поперечного перерізу вала торсіону при 
крученні. 

Для прямокутного перерізу вала 
торсіона (рис. 2) 

 

 
 

Рис. 2. Розрахункова схема одноважільної                                 
торсіонної підвіски 

 
3

3T
hbI , см4; 

2

3T
hbW ,  см3       (3) 

 
де h і b – відповідно більша і менша 
сторони прямокутного перерізу вала 
торсіона. 

Для технічних розрахунків валів на 
кручення використовують умови міцності 
за дотичними напруженнями  і жорсткості 
прямокутного перерізу для повного кута 
закручування Т  відповідно у вигляді: 

 

                                 T
max

T

M
[ ];

W
                             

(4) 

                                 T

T

M
[ ],

GI
        

(5) 
 
де формули (3) представляють у вигляді: 
 

2 3
T TW hb ; I hb   . 

 
Коефіцієнти  і  залежать від 

співвідношень сторін прямокутного 
перерізу [6]. Так для квадратного перерізу 
(h/b) =0,208; =0,141 [6]. 

Визначивши з (4) значення МТ і і 
представивши у вигляді 2

TM hb  чи 
2

3T
hbM 

  та 3
TI hb  чи 

3

3T
hbI   і 

підставивши їх у (2) відповідно одержимо: 
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2 2
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hblП

G
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
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(6) 

                                        
2

6
T

ТП
hblП
G


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    (7) 
 
де   – дотичні напруження вала торсіона. 

Прирівнюючи праві частини рівнянь 
(6) чи (7) з (1) визначимо жорсткість 
торсіонної підвіски з торсіоном 
прямокутного перерізу за умовою її 
міцності: 
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ТП

hbl
П

Z G
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
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(8) 

                                  
2

23
T

ТП
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hbl
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Z G
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 .     

(9) 
 

Для дослідження поперечно-кутових 
коливань бітумо-щебеневого агрегату з 
торсіонною підвіскою нами розроблена 
динамічна модель, яка показана на рис. 3. 

 

 
 

Рис.3. Розрахункова схема коливань 
бітумо-щебеневого агрегату з торсіонною 

підвіскою у поперечно-вертикальній 
площині 

 
Користуючись принципом Даламбера, 

відповідно до розрахункової схеми рис. 3, 

запишемо рівняння поперечно-кутових 
коливань бітумо-щебеневого агрегату з 

торсіонною підвіскою у вигляді: 
 

                    
2

2 2

2 0
2 2

p k
ТП

p k
ТП

B B
Mz c z

B B
c z ;

  

  

        
  

        
  



 

2
2 2 2

2 0
2 2 2

p pk
ТП

p pk
ТП

B BB
I c z

B BB
c z ;

  

  

         
  

        
  



 

 

2
2 2

2
2 2

2 2
2 2

2 2 0
2 2

p k
M ТП

p k
ТП

k k
k л k п

k k
k л k п

B Bm c z

B B
c z

B B
k q k q

B B
c q c q ;

   

  

   

   

        
  

        
  

            
   
            
   



   

 

2
2 2 2

p pk
M ТП

B BBI c z   
        

  
  

2
2 2 2

p pk
ТП

B BBc z   
        

  
 

2 2
2 2 2 2

k k k k
k л k п

B B B B
k q k q               
   
     

2 2 0
2 2 2 2

k k k k
k л k п

B B B B
c q c q ,               
   

 

                                                                                      
(10) 
 
де б pбM m m   – повна маса бітумо-
щебеневого агрегату, тб – маса бітумо-
щебеневого агрегату; pбm  – маса бітуму як 
твердого тіла, I  – момент інерції 
причіпного бітумо-щебеневого агрегату 
разом з бітумом; 

Будемо вважати, що збурення від 
дорожніх нерівностей під лівими і правими 
колесами є відповідно: 
            1л qq h ( cos t )  ; 1п qq h ( sin t )  ,         
(11) 
де частота збурення (чергування 

нерівностей дороги) 2 V
S


  ; qh  і S – 

відповідно половина висоти нерівностей 
профілю дороги і її довжина хвилі, V – 
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швидкість руху причіпного бітумо-
щебеневого агрегату. 

У рівняннях (8) і (9) переміщення 
важеля торсіона zТП – це переміщення осі 
коліс  бітумо-щебеневого агрегату 

ТП( z ) . 
Отже, жорсткість торсіонної підвіски 

згідно рівнянь (8) і (9) враховуючи, що 
ТПz z  можна подати так: 

 

2
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
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(12) 
 

Система рівнянь (10) після 
перетворень буде: 
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(13) 
 
Систему рівнянь (13) з урахуванням 

(11) і (12) після відповідних перетворень 
подамо у такому вигляді: 
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(14) 
 

Для числового розв’язання системи 
нелінійних диференціальних рівнянь (14) 
подамо її у вигляді: 
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Отже, система (15) набере вигляду: 
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   

    

2
4 1

1

M

b ( t , , , ,z , t )
I

      

 

2
12

T
p k p k k k

k q k k k k

c B ( B B ) ( ) B ( k c )
z

B h ( c k )sin t ( c k )cos t .

   

   

      


   


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Для розв’язування системи нелінійних 
диференціальних рівнянь (16) числовим 
методом використано такі параметри 
системи: 

2000M   (кг), 32 10pk   Нс/м, 
23 10kk   Нс/м, 45 10pc   Н/м, 53 10kc   Н/м, 

25 10I   кгм2, ІМ=2102кгм2, 950pm  кг, 
950 1000
9 8

p
p

G
m

g ,
   кг, 0 05лq , м, 0 05Пq , м, 

0 02pR ,  , 1 8pB , м, 2kB  м, 0
6


   , 

0
12


   , 0
4p


   , 0
6


   , 0 5R , м, 

2бl  м. 
Висновки. Отже, розроблена нами 

динамічна модель і запропонований підхід 
дає змогу проводити аналіз динамічних 
процесів у причіпному бітумо-щебеневому 
агрегаті з торсіонною підвіскою, вибирати 
раціональні параметри цього агрегату для 
підвищення ефективності функціонування 
загалом. 

Перспективи подальших 
досліджень. Надалі доцільно провести 
аналіз динамічних процесів у бітумо-
щебеневому агрегаті на основі числового 
розв’язання системи нелінійних 
диференціальних рівнянь (16). Крім цього, 
також необхідно провести натурні 
експериментальні дослідження та 
порівняти їх з теоретичними результатами 
досліджень. 
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